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第五章  导数和微分 

§1  导数的概念 

一、导数的定义 

【背景 1】（瞬时速度） 设一质点作直线运动，其运动规律为 )(tss  ．若 为某一确

定的时刻， t 为邻近于 的时刻，则 

0t

0t

0

0

( ) ( )s t s t
v

t t





 

是质点在时间段[ ](或 )上的平均速度．若 时平均速度tt ,0 ],[ 0tt 0tt  v 的极限存在，则称

极限 

0

0

0

( ) ( )
lim
t t

s t s t
v

t t





             （１） 

为质点在时刻 的瞬时速度． 0t

【背景 2】（切线的斜率）   如图所示，曲线

在其上一点 处的切线)(xfy  ),( 00 yxP PT 是割线

当动点 Q 沿此曲线无限接近于点PQ P 时的极限位

置．由于割线 的斜率为 PQ

0

0()(

xx

xfxf
k





)
， 

因此当 时如果0xx  k 的极限存在，则极限 

k
0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf
xx 




                        （2） 

即为切线 PT 的斜率． 

定义 1  设函数 在点 的某邻域内有定义，若极限 )(xfy  0x
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0

)()(
lim 0

0 xx

xfxf

xx 




                          （3） 

存在，则称函数 在点 处可导，并称该极限为函数 在点 处的导数，记作 ． f 0x f 0x )( 0xf 

令 ),()(, 000 xfxxfyxxx  则(3)式可改写为 

).(
)()(

limlim 0
00

00
xf

x

xfxxf

x

y
xx











             （4） 

之比
x

y




所以，导数是函数增量 自变量增量y 与 x 的极限．这个增量比称为函数关于自变

量的平均变化率(又称差商)，而导数 f )0x( 则 处为 f 在 0x 关于 x 的变化率． 

若(3)(或(4))式极限不存在，则称 在点 不可导． f 0x

例 1（自由落体运动）
21

( )
2

y f t gt  。求 时刻的瞬时速度。 t

解 

2 2

0 0

1 1
( )( ) ( ) 2 2( ) ( ) lim lim

t t

g t t gtf t t f t
v t f t

t t   

      
 

 

2 2

0

1 1
( )

2 2lim
t

g t t gt

t 

  


 0 0

1
(2 ) 12lim lim (2 )

2t t

g t t t
g t t gt

t   

  
   


  

例 2 （教材例 1）求抛物线
2( )y f x x  在点 (1 处的切线方程与法线方程. ,1)

解 与上例类似 

( ) 2f x x   

在点 处的切线斜率为 (1,1)

,2)1(  fk  

所以切线方程为： ，法线方程为：)1(21  xy
1

1 (
2

y x 1)    。 

 例 3 （教材例 2） 证明函数 ( )f x x 在点 不可导. 00 x

    证  因为 

0 0 0 0

( ) (0) ( ) (0)
lim lim 1, lim lim 1

0 0x x x x

f x f x f x f x

x x x x      

 
   

 


  

极限
0

( ) (0)
lim

0x

f x f

x




不存在，所以 在点f 0x 不可导． 

定义 2  设函数 在点 的某右邻域)(xfy  0x ),[ 00 xx 上有定义，若右极限 
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)0(
)()(

limlim 00
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








 
x

x

xfxxf

x

y
xx

 

存在，则称该极限值为 在 的右导数，记作f 0x )( 0xf ． 

类似地，我们可定义左导数 

x

xfxxf
xf

x 







)()(
lim)( 00

0
0 . 

    右导数和左导数统称为单侧导数． 

 例如：在例 3 中， 。 (0) 1, (0) 1f f    

显然 

)( 0xf  存在 与 )( 0xf )( 0xf 都存在，且 )( 0xf = )( 0xf . 

设 在点 可导，那么 )(xf 0x

0( ) (1)( 0)
y

f x o x
x

    


 

由 (1) ( )o x x   ，得 

).()( 0 xxxfy                        (5) 

我们称(5)式为 在点 的有限增量公式．注意，此公式对)(xf 0x 0x 仍旧成立． 

 类似地有单侧有限增量公式： 

0( ) ( ) ( 0 )y f x x x x 
        

0( ) ( ) ( 0 )y f x x x x 
        

定理 1  [习题 5.1:10]  若函数 在点 存在左、右导数，则 在点 连续． f 0x f 0x

证 由单侧有限增量公式，
00 0

lim lim 0 lim 0
xx x

y y y
      
       。 

例如： ( )f x x �, ，所以 (0) 1, (0) 1f f    ( )f x 在点 0x 处连续。 

推论  若函数 在点 可导，则 在点 连续． f 0x f 0x

【注】 可导仅是函数在该点连续的充分条件，而不是必要条件． 

例如： ( )f x x �在点 连续，但不可导．  0x

例 4  [习题 5.1:4] （光滑连接问题）设 
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2 , 3
( )

, 3

x x
f x

ax b x

 
 

 
， 

试确定 的值，使,a b f 在 处可导。 3x 

解  要使 f 在 处可导，首先3x  f 在 3x  处要连续。由 (3 0) (3 0)f f   得 

9 3a b   

其次还要在 处左、右导数相等 3x 

3
(3) 2 6

x
f x 
    

3 3 3

( ) (3) 9 3
(3) lim lim lim

3 3x x x

f x f ax b ax a

3
f a

x x x  
  

      
  

  

由 得 。 (3) (3)f f 
  6, 9a b  

    例 5  (教材例 4) 证明函数 仅在点)()( 2 xDxxf  00 x 可导，其中 为狄利克雷

函数. 

)(xD

    证  当 时，由归结原理可得 在点00 x )(xf 0x 不连续，所以 在点 不可导． )(xf 0xx 

    当 时，由于 为有界函数，因此得到 00 x )(xD

.0)(lim
0

)0()(
lim)0(

00








xxD
x

fxf
f

xx
 

例 6  求下面函数在点 的左右导数。 0x 

（1）
1

3( ) , (0) (0)f x x f f 
      

（2） 3 2( ) , (0) , (0)f x x f f 
       

（3）

1
sin , 0

( )
0, 0

x x
f x x

x

  
 

，
1

sin
y

x x




 
, (0), (0)f f 

  都不存在，  

（4）

1
sin , 0

( )
, 0

x x
f x x

x x

  
 

， (0) 1, (0)f f 
  不存在。 

例 7 
2 1
sin , 0

( )
0, 0

x x
f x x

x

  
 

，求 (0)f  。 

解             
0 0

( ) (0) 1
(0) lim lim sin 0.

0x x

f x f
f x

x x 

  


  
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二、导函数 

若函数在区间 I 上每一点都可导(对区间端点，仅考虑相应的单侧导数)，则称 为f I 上

的可导函数．此时对每一个 ，都有 的一个导数Ix f )(xf  (或单侧导数)与之对应．这样

就定义了一个在 I 上的函数，称为 在f I 上的导函数，也简称为导数．记作 或yf ,  d

d

y

x
，

即 

.,
)()(

lim)(
0

Ix
x

xfxxf
xf

x








 

例 8 

1° ( ) , ( ) 0,f x c f x x R    

2° 1( ) , ( ) , ,n nf x x f x nx n N x R
     

1 1 2 2 1

0 0 0

( )
lim lim lim ( )

n n
n n n

n n nx x x

y x x x ny C x C x x C x
x x

  

     

           
 

  

1 1 1.n n
nC x nx    

3° ( ) sin , ( ) cos ,f x x f x x x  R  

 ),
2

cos(

2

2
sin

x
x

x

x







 
x

x

x

xxx



xx 







 )
2

cos(
2

sin2
sin)sin(

)
2

cos(lim

2

2
sin

lim)(sin
00

x
x

x

x

x
xx











xcos  

4° ( ) cos , ( ) sin ,f x x f x x x   R  

5° 
1

( ) log , ( ) log ( 0, 1)a af x x f x e a a
x

    x ， , 。特别地，0
x

x
1

)(ln  . 

)1(log
1log)(log

x

x

xx

xxx
a

aa 








x

x

a x

x

x


 )1(log
1

， 

e
xx

x

x
x a

x

x

a
x

a log
1

)1(log
1

lim)(log
0




 


. 
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三、极值 

定义 3  若函数 在点 的某邻域 内对一切f 0x )( 0xU )( 0xUx 有 

)()( 0 xfxf  )),()(( 0 xfxf   

则称函数 在点 取得极大(小)值，称点 为极大(小)值点．极大值、极小值统称为极值，

极大值点、极小值点统称为极值点． 

f 0x 0x

还可定义严格极大（小）值. 

【注】根据定义，对于区间端点不定义极值。 

思考  “点 0x 不是 f 极值点”怎样叙述？ 

定理 2 (费马(Fermat)定理)  设函数 在点 的某邻域内有定义，且在点 可导．若

点 为 的极值点，则必有

f

.

0x 0x

0x f 0)( 0  xf  

证法 1 设 不妨 则 0( ) 0.f x  0( ) 0.f x 

0 0 0( ) ( ) ( ) 0f x f x f x       

由
0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim 0

x x

f x f x
f x

x x


  


及保号性可知， 

1 0  ， 0 0 1( , )x x x    ， ,0
)()(

0

0 



xx

xfxf
0( ) ( )f x f x  

同理，由 可得 0( ) 0,f x 

2 0  ， 0 2 0( , )x x x   ， ,0
)()(

0

0 



xx

xfxf
0( ) ( )f x f x  

所以， f 在点 0x 不取极值，与假设矛盾。 

证法 2 设 f 在点 0x 取极大值。即 0 0( ) ( ), ( )f x f x x U x  。因此 

当 0x x 时， 0

0

( ) ( )
0

f x f x

x x





，由保不等式性 

0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim 0

x x

f x f x
f x

x x


  

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0同理又可得， 。由0( ) 0f x  0 0( ) ( ) ( )f x f x f x     得 

0( ) 0f x   

我们称满足方程 的点为稳定点或驻点． ( ) 0f x 

    【注 1】当 在点 可导时，f 0x 0( ) 0f x  只是 f 在点 0x 取极值的必要条件。例如

，点 是稳定点，但却不是极值点． 3)( xxf  0x

【注 2】不可导的点也可能是极值点。如 y x 在点 0x  。 
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§2 求导法则 

 

一、导数的四则运算 

定理 1（导数的四则运算法则） 
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) 1 ( ) ( ) ( ) (f x g x f x g x      

 2 ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x      

   3 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( )f x g x f x g x f x g x cf x cf x       

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 ,

( ) [ ( )]

f x f x g x f x g x
g x

g x g x

    
( ) 0  

 
  

[证明自学] 

例 1  设 ，求 xxxxf 95)( 23 )(xf  ． 

解   )()(9)(5)()( 23  xxxxf .9103 2  xx

一般地：多项式函数  nn
nn aaxaxaxf  


1
1

10)( 

1
2

1
1

0 )1()( 
  n

nn axanxnaxf   

例 2  证明 ，其中 为正数.   1 
 nn nxx n

证    1
2

11 


 









 n
n

n

n
n nx

x

nx

x
x . 

例 3 

1°      
2

sin cos sin cossin
tan

cos cos

x x x xx
x

x x

      
 

 

2 2
2

2 2

cos sin 1
sec

cos cos

x x
x

x x


    

2°    .csccot 2 xx 
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3°    
xx

x

x

x

x

x
x tansec

cos

sin

cos

cos

cos

1
sec

22

''
' 






  

4°    xxx cotcsccsc ' 

二、反函数的导数 

定理 2  设 为 xfy   yx  的反函数，若  y 在点 的某邻域内连续，严格单调

且 ，则 在点

0y

 0 0y   xf  0 0x y 可导，且 

   
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0
0

1
f x

y
 


y ( )f x 

证   0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim

x x

f x f x
f x

x x


 


 

0

0 0 0

( )

0

lim
( ) ( )

y f x

x x y y y y

y y

y y 


   




 

0

0

0 0

1 1
lim

( ) ( ) ( )y y y y y
y y

  
 

 


 

几何意义见图。 

【注】这里是用了变量替换法，见复合函数极限定理 1，请读者验证其中的 3 个条件。 

例 4 

1° ，  ( ) lnx xa a  a ( 0, 1a a  ) ．xx ee )(

2°
2

1
(arcsin ) , ( 1,1).

1
x x

x
   


   

3°
2

1
(arccos ) , ( 1,1).

1
x x

x
    


 

4°
2

1
(arctan ) ( , ).

1
x x

x
    


,  

5°
2

1
(arccot ) ( , ).

1
x x

x
     


,  

     证 1°由于 为对数函数Rxay x  , log (0 )ax y y  ， ， 的反函数，故 

x ( )y

0x

0y


O


90

1
tan

tan

 



 






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1
( ) ln

(log ) log
x x

a a

y
a a

y e
   


．a  

2° 由于 是)1,1(,arcsin  xxy )
2

,
2

(,sin


 yyx 的反函数，故 

2 2

1 1 1 1
(arcsin ) , ( 1,1).

(sin ) cos 1 sin 1
x x

y y y x
      

  
 

4°由于  xxy ,arctan R 是 )
2

,
2

(,tan


 yyx 的函数，因此 

2 2 2

1 1 1 1
(arctan ) , ( , ).

(tan ) sec 1 tan 1
x x

y y y x
      

  
  

三、复合函数的导数 

引理  在点 可导的充要条件是：在 的某邻域 上，存在一个在点 连

续的函数 ，使得 

)(xf

( )H x

0x 0x 0( )U x 0x

))(()()( 00 xxxHxfxf   

从而 ． )()( 00 xHxf 

证  设 在点 可导，令 )(xf 0x

00
0

0

0 0

( ) ( )
, (

( )

( ),

f x f x
)x U x

x xH x

f x x

   
   x

0

 

则 ，所以 在点 连续，且 
0

0lim ( ) ( ) ( )
x x

H x f x H x


  ( )H x 0x

).(),)(()()( 000 xUxxxxHxfxf   

反之，设存在 ， ，它在点 连续，且 ( )H x )( 0xUx 0x

)(),)(()()( 000 xUxxxxHxfxf  ． 

因存在极限 

)()(lim
)()(

lim 0
0

0

00

xHxH
xx

xfxf
xxxx






 

所以 点 可导，且 ． )(xf 0x )()( 00 xHxf 
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【注】  引理说明了点 是函数0x 0

0

( ) ( )
( )

f x f x
g x

x x





可去间断点的充要条件是

在点 可导． 

)(xf

0x

定理 3 （链式法则） 设 )(xu  在点 可导，0x )(ufy  在点 )( 00 xu  可导，则复

合函数 f 点在 可导，且 0x

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) [ ( )] ( )0f x f u x f x x          

证  由 在点 可导，由引理必要性部分，存在一个在点 连续的函数 ，使

得 且 

)(uf

( 0uF

0u 0u ( )F u

))( 0uf 

)(),)(()()( 000 uUuuuuFufuf  . 

又由 )(xu  在点 可导，同理存在一个在点 连续的函数0x 0x ( )x ，使得 0 0( ) ( )x x   ，

且 

0 0( ) ( ) ( )( ), ( ).0x x x x x x U x       

于是就有 

0 0[ ( )] [ ( )] [ ( )][ ( ) ( )]f x f x F x x x       0[ ( )] ( )( ).F x x x x    

因为 ,  在点 连续, 在点0x F )( 00 xu  连续,因此 ( ) [ ( )] ( )H x F x x  在点 连续．由

引理充分性部分证得

0x

f 在点 可导，且 0x

( 0 0 0 0 0) ( ) ( ) [ ( )] ( ) ( ) ( )0f x H x F x x f u x        . 

例 5 （教材例 7）设 ，求
2sin xy  y . 

解  将 看作 与 的复合函数，故 2sin x uy sin 2xu 

                .  cos22cos)(sin 22 xxxux 

【注】 ． 22 cos)(sin xx 

例 6  （教材例 8）设 为实数，求幂函数 的导数． )0(  xxy 

解  因为 可看作 与
xexy ln  uey  xu ln 的复合函数，故 
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            .)()( 1lnln   
x

x
eex xx  

例 7  （教材例 9）设 1)( 2  xxf ，求 )0(f  ， )1(f   。 

解  由于 

      ,
1

)1(
12

1
)1()(

2

2

2

2







x

x
x

x
xxf  

因此 .
2

1
)1(,0)0(  ff  

例 8 （教材例 10）求下列函数的导函数； 

(1) );1ln()( 2xxxf     (2)  2 1
( ) tan .f x

x
      

解(1) )1(
1

1
))1(ln 2

2

2 


 xx
xx

xx  

2 2

1 1
(1 )

1 1 1

x
2x x x

  
    x

 

 (2)  2 2
2

1 1 1 1 1 1 2 1
(tan ) 2 tan (tan ) 2 tan sec ( ) tan sec .2 1

x x x x x x x x
     

x
 

例 9（教材例 11）（对数求导法） 设
2

1
5

3

1
2

)4()2(

)4()5(






xx

xx
y ),4( x .y求  

解  先对函数式两边取对数，得 

2

1
5

3

1
2

)4()2(

)4()5(
lnln






xx

xx
y )4ln(

2

1
)2ln(5)4ln(

3

1
)5ln(2  xxxx  

再对上式两边分别求导数，得 

2 1 5 1

5 3( 4) 2 2( 4)

y

y x x x x


   

   
 

整理后得到 

1
2 3

1
5 2

( 5) ( 4) 2 1 5 1

5 3( 4) 5 2( 4)
( 2) ( 4)

x x
y

x x x x
x x

            
 

例 10 （教材例 12） 设 ，其中 ，且 和 均可导，试求此
)()( xvxuy  0)( xu )(xu )(xv
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幂指函数的导数． 

解法 1  ( ) ( ) ln ( ) ( ) ln ( )( ( ) ) ( ) ( ( ) ln ( ))v x v x u x v x u xy u x e e v x u x       

( ) ( )
( ) ( ) ln ( ) ( )

( )
v x u x

u x v x u x v x
u x

   
 

 

( ) ( ) 1( ) ( ) ln ( ) ( ) ( ) ( )v x v xu x v x u x u x u x v x    

解法 2  ln ( ) ln ( )y v x u x ，
( )

( ) ln ( ) ( )
( )

y u x
v x u x v x

y u x

 
   

例 11  sin 1 xy x x e  ，求 .y  

解  
1 1

ln ln ln sin ln(1 )
2 2

xy x x e
      

 

例 12 ，求ln( ), 0y x x   .y  

解  
1 1

y
x x

  


, 因此 

  1
ln , 0x x

x
    
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§3 参变量函数的导数 

平面曲线 C 一般的表达形式是参变量方程 

 
 

x x t

y y t


 

，   t                           1  

表示．设 对应曲线C 上的点0tt  P ．如果在点 P 有切

线，那么切线的斜率可由割线的斜率取极限而得，为此

设 ( ), ( )x t y t 在点 0t 可导，且  0 0x t  ．若 tt 0 对应

上的点Q  (如图)，割线 的斜率 C PQ
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x

y


    

  
0 0

0 0

y t t y t

x t t





x t

 
 

 

于是曲线C 在点 P 的切线斜率是 

   

   

0 0

0

0
0 0

0

lim
tan lim

lim

t

t

t

y t t y t
y t

x t t x tx

t








 










 

 
 

 
 

0

0

y t

x t





. 

其中 为切线与 x 轴正向的夹角．若  0 0x t  ，但  0 0y t  ，同样可得 

0
cot lim

t

x

y





 
 

0

0

x t

y t





. 

定义  若 ( ), ( )x t y t 在   , 上都存在连续的导函数，且   2 2
( ) ( ) 0x t y t   ，这时称

为光滑曲线．其特点是在曲线C 上不仅每一点都有切线，且切线与C x 轴正向的夹角  t 是

的连续函数.  

【注】 ，则曲线在0 0( ) ( ) 0x t y t   0t t 可能有尖点。如 

2

2

0, 0, 0
( ) , ( ) , (0) (0) 0

, 00, 0

tt t
x t y t x y

t tt

         
  
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O 0t 

0t 

 

思考 由函数 ( ), [ , ]y f x x a b  表示曲线应如何定义光滑曲线？ 

若  x x t 具有反函数 ，那么它与 t  x  y y t 构成一个复合函数 

 ( )y y x  

    这时只要函数 ( ), ( )x t y t 可导，   0x t   (因而当 0x 时，也有 和

)，就可由复合函数和反函数的求导法则得到 

0t

0y

 
 

y tdy dy dt dy dx
dt dtdx dt dx x t


   


                         2

例 1  求椭圆
2 2

2 2
1

x y

a b
  在点 ,

2 2

a b 

 

的切线方程。 

解  参数方程   







.cos

,cos

tby

tax

4
t


 时， ,

2 2

a b
x y   

 
 

sin
cot .

cos

b tdy bdy dx
t

dt dtdx aa t


   


 

4

.
t

dy b

dx a


   

切线方程为： ( )
2 2

b b a
y x

a
     

若曲线C 由极坐标    表示，则可转化为以极角 为参量的参量方程：  

 










sin

cos

y

x

  


sin

cos
 

这时在相应的条件下可得 
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  
  

sin

cos

dy

dx

  

  





                         (3)   

(3)式表示在曲线    上的点   ,M 处的切线 MT 与极轴 轴的夹角的正切

(见图)． 

Ox

过点 M 的射线OH 与切线MT 的夹角的正切则是 

 



tantan1

tantan
tantan




                         (4) 

将(3)式代人(4)式则得向径与切线夹角的正切 

 
 

tan
 


 




                                (5) 

【例 2】  证明：对数螺线  2



e  (如图) 

点的切线与向径的夹角为常量． 

证  由(5)式得，对每一 值都有 

                 
 
 

2

2

tan 2
1
2

e

e





 


 
 


  

即在对数螺线上任一点的切线与向径的夹角等于

. 2arctan

 

附：常见的几种曲线 

【1】摆线
( sin )

(1 cos )

x a t t

y a t

 
  

(图中 改为 ) t
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【2】笛卡尔叶形线
3

3 3

2

3

3

1
( tan , 1) 3 0

3

1

at
x

t
t t x y axy

at
y

t



        
 
 

  

 

【3】阿基米德螺线 ( 0a a )    

 

【4】心形线 (1 cos )( 0)a a     
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【5】星形线（内摆线）

23
3 3 3

3

cos

sin

x a t
x y a

y a t

 
  


 

 

【6】双纽线   22 2 2 2 2 2 2cos 2 ( )a x y a x      y

 

【7】三叶玫瑰线 sin 3a   
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§4 高阶导数 

定义 1  若函数 的导函数f f 在点 可导，则称0x f 在点 的导数为 在点 的二阶

导数，记作

0x f 0x

 0 f x ，即 

     
0

0
0

0

lim
x x

f x f x
f x

x x

 
 


 

同时称 在点 为二阶可导． f 0x

一般地，可由 的 阶导函数定义 的 阶导函数(或简称 阶导数)，函数 在点f 1n f n n f

0x 处的n 阶导数记作 

     

0
0 ,n n

x x
f x y


 或

0

d

d

n

n

x x

y

x


 

例 1 求幂函数  ( n 为正整数)的各阶导数 nxy 

解  1ny nx   ，   21 ny n n x    ，
 , !ny n ,    1 2 0.n ny y     

例 2  求 和xy sin xy cos 的各阶导数． 

    解  对于 ，由三角函数的求导公式得 xy sin

  xyxyxyxy sin,cos,sin,cos 4  ． 

可将上述导数改写为 

cos sin , sin sin 2 ,
2 2

y x x y x x
             

  




 

 4cos sin 3 , sin sin 4 .
2 2

y x x y x x
              

  




 

一般地，可推得 

  .,
2

sin 





  Nnnxy n 

 

类似地有 
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  .,
2

coscos 





  Nnnxxn 

 

例 3  求 的各阶导数． xey 

解    , .n xy e n N   

例 4(莱布尼茨公式) 

设 ，则 uvy 

 , 2 ,y u v uv y u v uv u v u v uv
                

,

 

 2 3 3y u v u v uv u v u v u v uv
                  

              0 1 11n n n nk
n nuv u v C u v C u v     k k        0

0

n
n n kk

n
k

u v C u v



   k
  

其中      vvuu  00 ,

    例 5  设 2 xy x e ，求
 ny ． 

解  令 ， ．应用莱布尼茨公式   xexu    2v x x

       
2

2

0 0

( 2 ( 1
n

n n k k kk x k x
n n

k k

y C u v e C v e x nx n n

 

))        

例 6  设 ( )f x 在 0( , ]x 上二阶可导，试选择常数 使得 , ,a b c

0
2

0 0

( ),
( )

( ) ( ) , 0

f x x
F x

a x x b x x c x x

x
      

 

是二阶可导的。 

解  由连续性， ，（以下在0( )c f x 0x 的导数要用定义求） 

由 ，  0 0( ) ( )F x F x   0( )b f x

0

0 0

0 0

( ),

( ) ( )

2 ( ) ( ) 0

f x x

F x f x x x

a x x f x x x




 x
  
   

 

由 ，0 0( ) ( )F x F x   0

1
( )

2
a f x  

例 7 [习题 5.4: 11]设 
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2

1

, 0( )
0, 0

xe xf x
x

  
 

 

证明 。 ( ) (0) 0 ( 1,2, )nf n  

 证 
2

2

1 1

0

0
(0) lim lim 0

0

t
x x

tx t

e t
f

x e

 

 

  


  

2

1
32 ,( )

0, 0

xx e xf x
x


 0  

 
 

2

2

1 1
3 4

0

2 2
(0) lim lim 0

t
x x

tx t

x e t
f

x e

 

 
     

2
1

1
2 ( ) , 0( )

0, 0

xp e xf x x
x

  
 


   
 

， p 是某多项式 

2

2

1
1

0

1
( ) ( )

(0) lim lim 0

x t
x

tx t

p e tp txf
x e




 
     

一般地， 2

( ) ( )
(0) lim 0n

tt

P t
f

e
  （ 为某多项式）。 ( )P t

设 ( ), ( )x t y t 在   , 上都是二阶可导，则由参量方程 

                           
( ),

( )

x x t

y y t


 

 

所确定的函数的一阶导数
( )

( )

dy y t

dx x t





,它的参量方程是. 

  ,
( )

( )

x x t

dy y t

dx x t

 


  

 

因此 
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2

2

( )
( )

( )

y t
x td y d dy

dx dx dx x t

 
         

       
  3

y t x t y t x t

x t

   

  
 

例 8  试求由摆线参量方程 

 
 







tay

ttax

cos1

,sin
 

所确定的函数  xyy  的二阶导数． 

    解               
  
  






tta

ta

dx

dy

sin

cos1

2
cot

cos1

sin t

t

t



. 

     2
csc

4

1

cos1
2

csc
2

1

sin

2
cot

4

2

2

2 t

ata

t

tta

t

dx

yd
















 . 
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§5  微分 

一、微分的概念 

先考察一个具体问题．设一边长为 x 的正方形，它的面积  

是

2xS 

x 的函数，若边长由 增加 ，相应地正方形面积的增量 0x x
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   2
0

2
0

2 2 xxxxx xS  ． 

S 由两部分组成：第一部分 (即图 5—8 中的阴影部分)；第二

部分 是关于 的高阶无穷小量．由此可见，当给 一个微小

增量 时，由此引起的正方形面积增量

xx 02

 2x

x

x 0x

S 可以近似地用第一部分

( 的线性部分x xx 02 )来代替．由此产生的误差是一个关于 x 的高阶无穷小量，也就是

以 为边长的小正方形面积． x

    定义 1  设函数 定义在点 的某邻域 xfy  0x  0xU 上．当给 一个增量  ，

时，相应地得到函数的增量为 

0x x

 00 xUxx 

   00 xfxxfy  . 

如果存在常数 ，使得 能表示成 0( )A x y

 0( )y A x x o x    ，                                 (1) 

则称函数 在点 可微，并称 式中的第一项f 0x  1 0( )A x x 为 在点 的微分，记作 f 0x

0
0d (

x x
)y A x x


   或   

0
0d f ( )

x x
x A x x


 .                (2) 

由定义可见，函数的微分与增量仅相差一个关于 x 的高阶无穷小量，由于 是 的

线性函数，所以当 时，也说微分dy 是增量

dy x

0A y 的线性主部． 

定理 1（可导和可微等价）函数 在点 可微的充要条件是函数 在点 可导，而且

(1)式中的 等于 ． 

f 0x f 0x

0( )A x f   0x 

    证  [必要性]  若 在点 可微，由(1)式有 f 0x
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 1
y

A o
x




  . 

取极限后有 

    0 0 0
lim lim 1
x x

y
f x A

x 
o A


 

     . 

这就证明了 在点 可导且导数等于f 0x A． 

    [充分性]  若 在点 可导，则 在点 的有限增量公式 f 0x f 0x

   0y f x x o x     

表明函数增量 可表示为 的线性部分y x   xxf  0 与较 x 高阶的无穷小量之和，所以

在点 可微，且有 f 0x

  xxfdy
xx


 0

0
． 

    微分的几何解释如图 5-9 所示．当自变量由 增加到0x xx 0 时，函数增量

，而微分则是在点 处的切

线上与 所对应的增量

    RQxfxxfy  00

x fdy

P

  QRxx  0 ，并且 

  0limlim
0

0 


lim
0







 QR

QQ
xf

PR

QQ
xxxx


 x

dyy
xx

， 

所以当 时，    00  xf 0lim
0





 QR

QQ
xx

. 

这表明当 时线段Q 的长度比0xx  Q QR 的长度要小得多． 

    若函数 在区间上每一点都可微，则称 为 xfy  f I 上的可微函数．函数 在 xfy 

I 上任一点历 x 处的微分记作 

 d y f x x x I ,   ，                        (3) 

它不仅依赖于 ，而且也依赖于x x ． 

特别当 xy  时，dy ，这表示自变量的微分 就等于自变量的增量．于是

可将(3)式改写为: 

xdx  dx

 dxxfdy  ，                            (4) 
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即函数的微分等于函数的导数与自变量微分的积．比如 

  dxxxd 1   ；   xdxxd cossin  ；  
x

dx
xd ln . 

如果把(4)式写成 

  ,
dx

dy
xf   

那么函数的导数就等于函数微分与自变量微分的商．因此，导数也常称为微商．在这以前，

我们总把
dx

dy
作为一个运算记号的整体来看待，有了微分概念之后，也不妨把它看作一个分

式了． 

二、微分的运算法则 

由导数与微分的关系，我们能立刻推出如下微分运算法则： 

1．         xdvxduxvxud  ； 

2．             xdvxuxduxvxvxud  ； 

3.
 
 

       
 xv

xdvxuxduxv

xv

xu
d

2











； 

4． 其中       ,dxxgufxgfd   xgu  ． 

在上述复合函数的微分运算法则 4 中，由于  dxxgdu  ，所以它也可写作 

 duufdy  ． 

这与(4)式在形式上完全相同，即(4)式不仅在 x 为自变量时成立，当它是另可微函数的因变

量时也成立．这个性质通常称为一阶微分形式的不变性． 

例 1  求 2siny x 的微分. 

    解   2 2 2sin cos ( ) 2 cosdy d x x d x x x dx   2

    例 2  求 的微分.  baxey  sin

    解                      baxedy  sin   baxd sin  

                           baxdbaxe bax   cossin  

                         dxbaxae bax   cossin
. 
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三、高阶微分 

    我们知道函数 的一阶微分是 xfy   dxxfdy  ，其中变量 x 和 是相互独立

的．现将一阶微分只作为

dx

x 的函数，若 二阶可导，那么 对自变量f dy x 的微分 

         2dxxfdxdxxfdxxfddyd  ， 

或写作 

                                  22 dxxfyd  ,                       5

称它为函数 的二阶微分． f

   【注】  这里 是指 ； 表示
2dx  2dx xd 2 x 的二阶微分  02 xd ；而  2xd 则表示 的

一阶微分

2x

  xdx2xd 2
．三者不能混淆． 

    一般地， n 阶微分是 阶微分的微分，记作 ，即 1n yd n

       111   nnnn dxxfdyddyd     nn dxxf . 

若将它写成 

   xf
dx

yd n
n

n

  

时，就和 阶导数的记法一致了． n

    对 的n 阶微分均称为高阶微分． 2n

    一阶微分具有形式不变性，而对于高阶微分来说已不具备这个性质了．以二阶微分为例，

当 x 为 的自变量时，  xfy 

                             22 dxxfyd  ．                            (6) 

当 x 为复合函数    txxfy  , 的中间变量时，   tfy  作为 t 的函数，关于 的一阶

微分可以写作 

t

 dxxfdy  ， 

其中  dttdx  ；而对 t 的二阶微分则为 

          222 dtttfdttfyd    
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            22 dtttfttf    

    xdxfdxxf 22  ，                              7

比(3)式多了一项，这说明二阶微分已不再具有形式不变性． 

例 3  设   xxfy sin ，   2ttx   ．分别依公式(6)和公式(7)求 . yd 2

解  由 得 ， ，依式(6)得 2sin ty  2cos2 tty  222 sin4cos2 ttty 

  22222 sin4cos2 dttttyd  ． 

类似地，依公式(7)可得 

    xdxfdxxfyd 222  2 2sin cosxdx xd x    

 22 2 2sin 2 cos 2t t dt t dt    2   2222 sin4cos2 dtttt  . 

【注】 下面的解法是错误的: 

   222 2sin tdtxdxxfyd  222 sin4 dttt . 

四、微分在近似计算中的应用 【略】   

     

     

 
中国矿业大学数学学院 

27


	第五章  导数和微分
	§1  导数的概念
	一、导数的定义
	二、导函数
	三、极值

	§2 求导法则
	一、导数的四则运算
	二、反函数的导数
	三、复合函数的导数

	§3 参变量函数的导数
	§4 高阶导数
	§5  微分
	一、微分的概念
	二、微分的运算法则
	三、高阶微分
	四、微分在近似计算中的应用 【略】  



