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第九章 常微分方程数值解法 

§1 Euler方法 

§2 Runge-Kutta法 

§3 单步法的绝对稳定性 

§4 线性多步法 

§5 一阶方程组与高阶方程的初值问题 
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 必要性         

        在工程和科学技术的实际问题中，常需要求解微分方程。

只有简单的和典型的微分方程可以求出解析解，而在实际问题

中的微分方程往往无法求出解析解。 
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如微分方程初值问题 ，其解析解(精确解)为：

1 1.5y y( ) ( )但 、 等值却无法直接计算。
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常微分方程数值解法 
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  什么叫微分方程数值解. 

[ , :( ) ]
k

y b xax就是求微分方程 在区间 上的一系列离散点解函数

0 1 2 n
x x x xa b    

( 1, , )( )
kk

y k ny x 上函数值 的近似值 ，
k

y称 为问题的数值解。

  哪些微分方程的数值解？. 
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一阶方程初值问题
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高阶方程初值问题

1 1 1 2 1 0 1

2 2 1 2 2 0 2

( , , ) ( )

( , , ) ( )

y f x y y y x y

y f x y y y x y

  
 

  
方程组初值问题

"解析解"  微分方程 存在的条件. P186 1定理
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§1  欧拉方法 
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    已知初值问题

              ， ，

求其解函数 在等距节点 上的近似值

一 问题
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二 方法

1. Euler方法

Tarloy( )
n

y y xx将初值问题的解函数 在 点 展开，有：

2( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

2!
n n n n

y
y x y x y x x x x x


    

( , )y f x y 而 ， ( ) ( , ( ))
n n n

y x f x y x 所以 ，代入上式：

2( )
( ) ( ) ( , ( ))( ) ( )

2!
n n n n n

y
y x y x f x y x x x x x


    

1
:

n
x x


令

2

1 1 1

( )
( ) ( ) ( , ( ))( ) ( )

2!
n n n n n

n

n n n

y
y x y x f x y x x x x x


  


    

2

1

( )
( ) ( , ( )) ,

2!
( , )

n n n

n

n n n

y
y x f x y x h h x x







   其中

2

1

( )
,

2!

n
y

T h


截去 1 1
( )

nn
yy x

 
得 的近似值 满足：

1
( , )

n n n n
y y hf x y


 

0

( , )

( )

y f x y a x b

y a y

   




Euler  公式

显式公式
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解
2

( , ) ,
x

f x y y
y

  0 0
0, 10, 1, 1x a n b y    

由题意知：

Euler根据 公式：

1
( , )

n n n n
y y hf x y


 

2
( )n
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n

x
y h y

y
   ( 0,1, ,9)n 

0

1 0 0

0

2
( )

x
y y h y

y
  

2 0
1 0.1(1 )

1


   1.1

1

2 1 1

1

2
( )

x
y y h y

y
  

2 0.1
1.1 0.1(1.1 )

1.1


   1.1918

代入数据：

依次类推 ...
1 2y x 注 方程的精确解：

Euler例1 用 公式求解初值问题

2
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x
y y x

y
    

(0) 1y 





0.1h （ ）
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( )例1 续

2
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y y x
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(0) 1y 





0.1h （ ）
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Euler方法的几何意义
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2. Euler后退的 方法

1
Tar( o) l y

n
xy y x


将 在 点 展开：

2

1 1 11

( )
( ) ( ) ( ) )

2
( ()

!
n n n n

y
y x y x xy xx x x


  


    

1 11

2

1 1
( ,

( )
( ) ( ) ( )

2
( ))

!
n nn n n

y
y x xf x y x x x x


   


    

:
n

x x令

2

1 1 1 1 1

( )
( ) ( ) ( , ( ))( ) ( )

2!
n n nn n n n n

n
y

y y x f x y x xx xx x


    


    



2

1 1 1 1

( )
( ) ( , ( )) ( , ),

2!

n

n n nn n n

y
y x h h xf x y x x




   


  


 其中

2

2

( )
,

2!

n
y

T h
 

 截去 ( )
n n

x yy得 的近似值 满足：

1 1 1
( , )

n n n n
y y hf x y

  
  Euler 后退 公式

:即
2

1 1 1

( )
( ) ( ) ( , ( ))

2!
n n n n

n h
y

y x y x hf x y x


  





 

隐式公式
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1

2( )
( ) ( ) ( , ( ))

2!
n n n n

n
y

hy x y x hf x y x








 

1

2

2

2 ( )

2
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!

(

2!

n n
y

T
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T h h
  




 


注意 符到： 和 的" 号"相反

1 1

2

1
( ) ( ) ( , (

(
))

)

2!
n n n

n

n
y x y x hf x y x

y
h


  

 
 

1 2
T T所以，两式相加并截去" + "得：

1 1 1
( , ) ( , )

2
n n n n n n

h
y y f x y f x y

  
    

3.梯形公式 隐式公式

1
Euler

n
y



    梯形公式为 ，求解时往往需要求解非线性方程，实际计算

中通常由 公式对 进行"预测"，利用梯形公式进行

隐式公式

"校正"

1
( , )

n n nn
y hf xy y


 

1 1 1
[ ( , ) ( , )]

2
n n n n nn

h
y y f x y yf x

  
  







4. Euler改进的 公式

 梯形公式

Euler 改进的 公式
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例2 求解初值问题

2
0 1

x
y y x

y
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0.1h （ ）

 Euler公式

Euler 改进 公式
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解
2
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2
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三 局部截断误差和方法的阶数

局部截断误差

=
1 1

( )

( )
n n

T

y

y

x

y x
 



    将方程精确解 代入数值求解公式左右两端，

左右两 局端之差 部截为方法的 断误差。

方法的精度

1
( )

p
T h pO p

若 ，则称此方法具有 阶精度或称方法是 阶的。

Euler 的局部截断 度公式 误差与精
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111
( )

n n
y yxT

 


1
( )

n
y x




2

1 1

( )
( ) ( )( ) ( )

2!

n

n n n n n n

y x
y x y x x x x x

 


    

2( )
( ) ( )

2!

n

n n

y x
y x y x h h


  

2( )

2!

n
y x

h


 

2
( )O h

2 2( )
( )

2!

n
y x

O hh


 局部截断误差首项为：

1 1
( ) ( )

nn
y xy x x


解函数 在 点： 处的精确值；

1

1

( )

:

n

n
n

y x

y




假设第 步没有误差的条件下，代入

    数值公式后得到的 的近似值。

"一阶方法具有 "精度。

1. Euler公式：

1
( , )

n n n n
y y hf x y


 

( ) ( , ( ))
n n n

y x hf x y x   

( ) ( )
n n

y x hy x   

( ) ( )
n n

y x hy x   
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112
( )

n n
y yxT

 
 

1
( )

n
y x




2

1 1

( )
( ) ( )( ) ( )

2!

n

n n n n n n

y x
y x y x x x x x

 


    

2( )
( ) ( )

2!

n

n n

y x
y x y x h h


  

2( )

2!

n
y x

h


  

2
( )O h

2 2
( )

( )

2!

n
y

h O h
x

 


局部截断误差首项为：

2. Euler后退的 公式： 1 1 1
( , )

n n n n
y y hf x y

  
 

2( )
( ) ( ) ( )

2!

n

n n n

y x
y x h y x y x h h

  
       

  

"一阶方法具有 "精度。

1 1
( ) ( , ( ))

n n n
y x hf x y x

 
   

1
( ) ( )

n n
y x hy x
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1 1 1
( , ) ( , )

2
n n n n n n

h
y y f x y f x y

  
    3.梯形公式:

11
( )

nn
y x yT

 
 

 1 1 1
( ) ( , ( )) ( , ( )( )

2
n nn n n n

h
y x f x y x x yy x f x

  

 
  







2 2( ) ( )
( ) ( )

2! 3!

n n

n n

y x y x
y x y x h h h

 
   

3( )

12

n
y x

h


   3
( )O h

3 3
( )

( )

12

n
y x

h O h 


局部截断误差首项为：

"二阶方法具有 "精度。

2( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2!

n

n n n n

y xh
y x y x y x y x h h

  
         

  

 1 1
( ) (( )) ) (

2
n n nn

h
y x y x y xy x
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4. Euler改进的 公式：
1

1 1 1

( , )

[ ( , ) ( , )]
2

n n n n

n n n n n n

y y hf x y

h
y y f x y f x y



  

 



  

11
( )

nn
y x yT

 
 

3

( )
12

n

h
y x  

1 1
( , ) ( , ( ) ( ))

n n n n n
f x y f x h y x hy x

 
  

2
2

( ) ( ) ( ) ( )
2

n n n

h
y x hy x y x o h     

( , ),
f f

y f x y y y
x y

 
    

 
其中

2 3( ) ( )
( ) ( )

2 6

n n

n n

y x y x
y x y x h h h

 
   

2 2( )
( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]

2 2

n

n n n n

y xh
y x y x y x y x h h o h


       

3
( )O h

 "二阶方法具有 "精度。
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1 1 1 1

1
1 ( ) (4 3 )

2 4
n n n n n n

h
y y y y y y

   
      求差分格式  

 的局部截断误差首项及方法的阶。

练习 

1

1 1 1

2

( , )

( , )

,0 0.3
( )0

(0) 1
.1

n n n n

n n n n

y y hf x y

y y hf x y

y x y x

y
h



  

 


 

    







求"预测-校正"系统：

              

的局部截断误差首项及方法的阶，并由此求解初值问题：

            

3
3

2
2

1 2 3

5
( ) ( ), 2

8

( ) ( ), 1
2

(0.1) 1.12 (0.2) 1.2642 (0.3) 1.4352

1.

62

n

n

h
y x O h

h
y x O h

y y y y y y

 

 

     

答案： 阶方法；  

    2.    阶方法

， ，
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对于初值问题
0

( , )

( )

y f x y a x b

y a y

   




1
( ) [ , ]

n n
y y x x x


对其精确解 在 上利用微分中值定理，得

1 1
( ) ( ) ( )( )

n n n n n
y x y x y x x

 
  

1
( , )

n n n
x x


其中

即：

1
( ) ( ) [ , ]

n n n
y y x x x


 可以看作 在 上的平均斜率

§2 龙格-库塔公式 

( )
n

y 下面给出平均斜率 的几种近似表达式。

K

( )
n

K y 

1
( ) ( ) ( )

n n n
y x y x hy 
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K

1. ( )
n

y x x以 在 处的斜率作为平均斜率的近似：

( , ( ))
n n

f x y x

( , )
n n

f x y

得 1
( , )

n n n n
y y hf x y


 

Euler  方法

1
2. ( )

n
y x x


以 在 处的斜率作为平均斜率的近似：

1 1
( , ( ))

n n
f x y x

 


1 1
( , )

n n
f x y

 


得 1 1 1
( , )

n n n n
y y hf x y

  
 

Euler--后退的 方法

( ) ( )
n n

y y x 取

1
( ) ( )

n n
y y x


 取

1
K

K

2
K
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1
3. ( )

n n
y x x x


以 在 和 处近似斜率的平均值作为平均斜率的近似

 1 1

1
( , ( )) ( , ( ))

2
n n n n

f x y x f x y x
 

 

 1

1
( ) ( ) ( )

2
n n n

y y x y x


   取

 1 1

1
( , ) ( , )

2
n n n n

f x y f x y
 

 

得  1 1 1
( , ) ( , )

2
n n n n n n

h
y y f x y f x y

  
  

--梯形公式

4. Euler改进的 公式

 

1

1 1 1

( , )

( , ) ( , )
2

n n nn

n n n n n n

y y hf x y

h
y y f x y f x y



  

  



  


1 2 1 1
( , ), ( , )

n n n n
k f x y k f x y hk


  记

 1 2

1
( )

2
n

y k k  取 ，  1 1 2
2

n n

h
y y k k


  得

K

1
K

2
K
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1

2 2 21 1

3 3 31 1 32 2

1 1 , 1 1

( , )

( , )

, ( )

......

, ( )

n n

n n

n n

m n m n m m m m

k f x y

k f x a h y hb k

k f x a h y h b k b k

k f x a h y h b k b k
 




  

    



    

5.推广

1
[ , ] ( )

n n n
x x m y 


在 内取 个点近似斜率的加权平均近似代替平均斜率 ，即

1 1 1 2 2
( )

n n m m
y y h c k c k c k


    令：

Taylor

, ,

n

i ij i

x

a b c

    将其在 点 展开，为使方法的阶数高，令展开式前面尽可能多的

项的系数为零，从中解出 。

m Runge- Kutta级 公式
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R-K二. 二阶 公式

1

2 2 21 1

1 1 1 2 2

( , )

( , )

( )

n n

n n

n n

k f x y

k f x a h y b hk

y y h c k c k





  
   

2 21 1 2
, , , ,a b c c下面确定系数 使其精度尽可能高。

考虑局部截断误差： 1 1
( )

n n
T y x y

 
 

1 2
( ), , Taylor

n n n
y y x k k x设 将 在 点 展开：

1
( , ( )) ( )

n n n
k f x y x y x 

2 2 21
( , ( ) ( ))

n n n
k f x a h y x b hy x  

3

2 21
( , ( )) ( ) ( )

n n x n y
f x y x a hf b hy x f o h      

1 1 1 2 2
( ) ( )

n n
y y x h c k c k


   

1 2
( ) ( ) ( )

n n
y x c c hy x  

2 3

2 2 2 21
( ) ( )

x n y
c a h f c b hy x f o h    
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2

3

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
n n n n

h
y x y x hy x y x O h


    

 1 1 1 2

2 321

2 2

2

( ) 1 ( ) ( )

1
( ) ( ( ) ) ( )

2

n n n

n x n y

y x y c c hy x

b
h y x c a f y x f O h

a

 
    

 
       

 

令
1 2

21

2 2

2

(1 ( )) ( ) 0

1
( ) ( ( ) ) 0

2

n

n x n y

c c y x

b
y x c a f y x f

a

  



     


1 2

21

2 2

2

1 ( ) 0

1
( ) ( ( ) )

2
n x n y

c c

b
y x c a f y x f

a

  



    


得

故

1 2

21

2

2 2

1

( ) ( )

1 / 2

x n y n

c c

b
f y x f y x

a

c a

  



    

 

21

2

1
b

a


1 2

2 2

21 2

1

1

2

/ 1

c c

c a

b a

 








综上可得：



-24- 

1 2 2 21

1
(1). , 1

2
c c a b    时

 

1

2 1

1 1 2

( , )

( , )

/ 2

n n

n n

n n

k f x y

k f x h y hk

y y h k k


 


  
   

Euler 改进的 公式

1 2 2 21

1
(2). 0, 1, ,

2
c c a b   取 时

1

2 1

1 2

( , )

1
( , )

2 2

n n

n n

n n

k f x y

h
k f x y hk

y y hk






  


 

Euler--变形的 公式

1 2

2 2

21 2

1

1

2

/ 1

c c

c a

b a

 



 




1

2 2 21 1

1 1 1 2 2

( , )

( , )

( )

n n

n n

n n

k f x y

k f x a h y b hk

y y h c k c k
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R-K三. 三阶 公式

1 1 2 3
( 4 )

6
n n

h
y y K K K


   

1
( , )

n n
K f x y

2 1
( , )

2 2
n n

h h
K f x y K  

3 2 1
( , (2 ))

n n
K f x h y h K K   
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R-K四. 四阶 公式

大于4阶的公式较少使用. 

注: 可以证明m级显式R-K公式的精度为： 

, 1, 2, 3,4

1, 5,6,7

2, 8

m m

P m m

m m




  
  

1 1 2 3 4
( 2 2 )

6
n n

h
y y K K K K


    

2 1
( , )

2 2
n n

h h
K f x y K  

3 2
( , )

2 2
n n

h h
K f x y K  

4 3
( , )

n n
K f x h y hK  

1
( , )

n n
K f x y
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§5 收敛性和稳定性 

收敛性

0

0

,

( ). lim ( ) .

n

n
n

x x y x

x x
h y y x

n 




 

    设 是求解区间中任一点 是用某种数值方法求得的在 处的

近似解 步长 如果 则称该数值方法是收敛的

稳定性

, ( )

, .

n n m
y y m n



   若某种数值方法在 上有误差 由此引起以后各节点上近似解

误差均不超过 则称该方法是数值稳定的

1 绝对稳定性

( 0)y y   若某种数值方法对 是稳定的，则称该方法是绝对稳定的；

2 绝对稳定性区间

"z h使数值方法绝对稳定的所有 。" 的集合

3 模型方程 ( 0)y y   
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4 举例

Euler公式 1
( , )

n n n n
y y hf x y


 

( ( , )),f xy y y  应用于模型方程 可得：

1n n n
y y h y


  (1 )

n
h y 

1 1
,

n n n n
y y 

 
设 有误差 则由此引起的 有误差 满足：

1 1
(1 )( )

n n n n
y h y  

 
   

1
(1 )

n n
h  


 

1
Euler | | | |

n n
 


为使 公式绝对稳定，则

z h令 ，则有 | 1 | 1 2 0z z     

Euler ( 2,0)z  公式的绝对稳定区间为：
2

0h h


 步长 满足：
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Euler后退的 公式 1 1 1
( , )

n n n n
y y hf x y

  
 

( ( , )),f xy y y  应用于模型方程 可得：

1 1n n n
y y h y

 
 

1 1
,

n n n n
y y 

 
设 有误差 则由此引起的 有误差 满足：

1 1 1 1
( )

n n n n n n
y y h y   

   
    

即：

1
Euler | | | |

n n
 


为使 公式绝对稳定，则

z h令 ，则有
1

1
| 1 |z




Euler ( ,0)z  后退 公式的绝对稳定区间为：

0z  

1

1

(1 )
n n

h
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( , )y f x y 对于一般方程: Euler以 公式为例

1
( , )

n n n n
y y hf x y


 

1 1
,

n n n n
y y 

 
设 有误差 则由此引起的 有误差 满足：

1 1
( ) ( , )

n n n n n n n
y y hf x y  

 
    

1
[ ( , ) ( , )]

n n n n n n n
h f x y f x y  


   

( , )
(1 )n n

n n n

f x y
h h

y

f

y
  





  



f

y





可见： 相当于模型方程中的 。


