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函数极值的例， 

第三充分条件 

第十七讲 
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例2 
2
3( ) ( )  .f x x a x= −求函数 的极值点与极值

解 
5 2

33( ) ( , ) .f x x ax= − −∞ +∞在 上连续

,0时当 ≠x
2 1
3 35 2( ) 3 3

af x x x−′ = −

3
1 (5 2 ).

3
x a

x
= −

20 ,  ,  0 ;5
aa x x≠ = =当 时 稳定点为 不可导点为

时，当 0=a 稳定点为 x = 0 ，没有不可导点. 

极值判别 
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为了更好地加以判别，我们列表如下： 
0)1( >a

x

y′

y

( , 0)−∞

+

2(0, )5
a

−

a2
5

a2( , )5 + ∞

0

0

0

不存在 

增 

+

增 a
2 53 33 2

5 5
 −  
 

减 

即 0 (0) 0 ;x f= =是极大值点， 是极大值

是极小值. ax 2
5

= 是极小值点,
af a

2 53 32 3 2
5 55

   = −   
   

极值判别 
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0)2( <a

x

y′

y

a2( , )
5

−∞

+

a2( , 0)
5
−

0 (0, )+ ∞

0

2
5
a

不存在 

增 

+
2

53
33 2

5 5
a −  

 
减 0 增 

;是极大值

 即 
ax 2 ,5= 是极大值点

af a
2

53
33 22

5 55
   = −   
   

极值判别 

0 , (0) 0  .x f= =是极小值点 是极小值
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5
3(3) 0, ( ) .a f x x= = 请读者自行讨论. 

-1 1 

-2 

-1 

1 

O x

y

1x

(1) 

-1 

-1 1 O 

1 

x

y

(2) 

极值判别 

0a > 0a <
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解 ,0)( ≠xxf 的定义域为

2
432( ) 2 .f x x x′ = −

( ) 0, 6 .f x x′ = =令 得

3
6

864(6) 2 6 0,
x

f
x =

 ′′ = + = > 
 

由定理6.12,  x = 6是极小值点,  f (6)=108是极小值. 

试问这里为什么不考虑不可导点 x = 0? 

例 3 2 432( )f x x x= +求 的极值点与极值 . 

极值判别 

又因为
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科学出版社 

极值的判别法( 定理6.11和6.12 ) 都是充分条件.  
当这些充分条件不满足时, 不等于极值不存在 . 
例如 

(0) 2f = 为极大值 , 但不满足定理定理6.11和6.12的  
条件. 

注 
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定理6.13（极值的第三充分条件） 

( )
0( ) .nf x且 存在

( )
0( ) 0 ,  nf x ≠

( )
0

0 ( )
0

( ) 0 ,
(i) ,

( ) 0;

n

n

f x
n x

f x

 >


<

极小值点, 当
为偶数时 是

极大值点, 当

(ii)  n 为奇数时,       不是极值点 .      0x

,0)()()( 0
)1(

00 ===′′=′ − xfxfxf n
若

极值判别 

设 f 在点 x0 的某邻域内存在直到 ( 1)n − 阶的导数,

则

对于           的情形,  可借助于更高 0)(,0)( 00 =′′=′ xfxf
阶的导数来判别. 



§4 函数的极值与最大（小）值 

数学分析  第六章  微分中值定理及其应用 
高等教育出版社 

极值判别 最大值与最小值 

证   由泰勒公式, 有 
( )

( )0
0 0 0

( )( ) ( ) ( ) (( ) )!
n

n nf xf x f x x x o x xn= + − + −

0 0( ) ( ) ( ) .n
nf x x x xµ= + −

其中                                            
( )

0( )( ) (1) ,
!

n

n
f xx o

n
µ = +

( )
0(i) ( ) 0 ,nn f x >当 为偶数, 而 时 有

( )
0( )nf x内恒与                同号. 

0 0( )( ) 0 , ( ; ),n
n x x x x U xµ δ− > ∈

极值判别 

0( ; )U x δ它在某邻域  

0 0 0( ) ( ) , ( ; ), ;f x f x x U x xδ≥ ∈故 即 是极小值点
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( )
0( ) 0 ,nf x <又当 时 有

0 0( )( ) 0 , ( ; ),n
n x x x x U xµ δ− < ∈

0 0 0( ) ( ) , ( ; ), .f x f x x U x xδ≤ ∈故 即 是极大值点

(ii) ,n当 为奇数时 有

0 0
0

0 0

0 , ( , ) ,
( )

0 , ( , ) .
n x x x

x x
x x x

δ
δ

< ∈ −
−  > ∈ +

0 0( )( ) ,n
n x x x xµ −从而 在 左右两侧异号 这就说明 

了     不是极值点. 0x

极值判别 
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例 4 4 3( ) ( 1) .f x x x= −求函数 的极值

),287)(1(6)( 22 +−−=′′ xxxxxf

,07
4,0)1()0( >





′′=′′=′′ fff 所以由第二充分条件, 

解 3 2( ) ( 1) (7 4) 0 ,f x x x x′ = − − =由 1 0 ,x =求得

2 3
41 , . 7x x= = 是稳定点

4 6912 .
7 823543

f   = − 
 

求得极小值为 

极值判别 

又因

而对于稳定点       却无法知道结果, 我们尝试 1 2x x与

用第三充分条件来进行判别.   
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),4306035(6)( 23 −+−=′′′ xxxxxf

(0) 0 , (1) 1 ,f f′′′ ′′′= >

因此 x = 1 不是极值点 

,)1154535(24)( 23)4( −+−= xxxxf
(4)(0) 0 ,f <

(0) 0 .f =所以 是极大值

极值判别 

由于 

又因 ( n = 3 是奇数 ).   

n = 4是偶数， 
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21e , 0( )
0, 0

x xf x
x

− ≠= 
=

注  定理6.13也是判定极值的充分条件. 

,的极小值点 1, 2, ,k = 

( )(0) 0,kf =但是因为

所以无法用定理 6.13 来判别. 

例如 x = 0 是 

极值判别 
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