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求解病态线性方程组的精细积分新主元加权迭代法
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摘　要：在精细积分法的基础上，通过构造一个特殊的加权矩阵，并将其应用于主元加权迭代法．提出了一种

将主元加权迭代法与精细积分法相结合的求解病态方程组的新算法，并用该算法求解两个经典算例．实验结

果表明，该算法在求解精度和迭代次数上都有明显提升，是一种可以有效求解病态方程组近似解的新算法．
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对一般的线性方程组求解算法的研究已经非常成熟．但在许多实际问题中，往往会涉及病态方程组
的求解问题．许多学者对病态方程组的求解算法进行了大量的研究．富明慧等［１］利用精细积分法的思
想，将病态代数方程组归结为一个常微分方程初值问题的极限形式，提出了一种求解病态代数方程的精
细积分解法，具有较高的精度和效率．唐丽等［２］通过在系数矩阵主元上叠加一个权值降低条件数，提出
了求解病态方程组的主元加权迭代解法．潘轶等［３］将误差转移与主元加权迭代法相结合，提出了一种改
进的主元加权迭代算法．富明慧等［４－５］将范数均衡法与精细积分法相结合，提出了一种范数均衡预处理
精细积分法，以及一个求解病态方程组的形式简单、便于应用的迭代终止准则．



论文将新主元加权迭代法与精细积分法相结合，提出了一种求解病态线性方程组的精细积分新主
元加权迭代算法，并用这种方法求解两种病态方程组．实验结果表明，论文提出的算法不仅提高了病态
方程组的求解精度，而且大大减少了迭代次数，提高了计算效率．

１　精细积分法

对于线性方程组

Ａｘ＝ｂ， （１）
其中：系数矩阵Ａ 为正定矩阵．
对式（１）用预处理精细积分法进行求解．由

∫
∞

０
ｅｘｐ（－Ａｔ）ｄｔ＝ｌｉｍ

τ→∞∫
τ

０
ｅｘｐ（－Ａｔ）ｄｔ＝ｌｉｍ

τ→∞
（－Ａ）－１ｅ　ｘｐ（－Ａτ）τ

０＝
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∞
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ｅｘｐ（－Ａｔ）ｄｔ·ｂ，显然，计算∫

∞
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ｅｘｐ（－Ａｔ）ｄｔ是求解的关键．

记
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ｅｘｐ（－Ａｔ）ｄｔ， （２）

则
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τ
ｅｘｐ（－Ａｔ）ｄｔ＝（Ｉ＋ｅｘｐ（－Ａτ））∫
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０
ｅｘｐ（－Ａτ）ｄｔ，

即

Ｆ（２τ）＝（Ｉ＋ｅｘｐ（－Ａτ））Ｆ（τ）， （３）
式（３）两边同时乘以ｂ，得

Ｆ（２τ）＊ｂ＝（Ｉ＋ｅｘｐ（－Ａτ））Ｆ（τ）＊ｂ， （４）
将式（４）写成迭代格式，得

ｘｋ＋１＝（Ｉ＋ｅｘｐ（－２ｋＡτ））ｘｋ. （５）

　　对式（５）中的ｅｘｐ（－２ｋＡτ）可以用精细积分求解．对ｅｘｐ（－Ａτ）进行Ｔａｙｌｏｒ展开，取τ是一个非常
小的正数，只需取前几项就能满足精度要求，得

ｅｘｐ（－Ａτ）≈Ｉ＋（－Ａτ）＋
（－Ａτ）２

２ ＋
（－Ａτ）３

６ ＋
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， （６）

将式（６）带入式（２），得

Ｆ（τ）≈τ（Ｉ＋
（－Ａτ）
２ ＋

（－Ａτ）２

６ ＋
（－Ａτ）３

２４ ＋
（－Ａτ）４

１２０
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　　记

Ｔａ＝（－Ａτ）＋
（－Ａτ）２

２ ＋
（－Ａτ）３

６ ＋
（－Ａτ）４

２４
，

将（６）式写成等号，得

ｅｘｐ（－Ａτ）＝Ｉ＋Ｔａ.
　　由于

ｅｘｐ（－２ｋＡτ）＝（ｅｘｐ（－Ａτ））２ｋ ＝（（ｅｘｐ（－Ａτ））２）２ｋ－１，
（ｅｘｐ（－Ａτ））２＝（Ｉ＋Ｔａ）２＝Ｉ＋２Ｔａ＋Ｔ　ａ２，

构造迭代格式

Ｔａ＝２Ｔａ＋Ｔ　ａ２， （８）
循环ｋ次后，有

ｅｘｐ（－２ｋＡτ）＝Ｉ＋Ｔａ， （９）
将式（５）与式（８），（９）两个过程合二为一，写成迭代格式，即
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Ｔａ＝２Ｔａ＋Ｔ　ａ２，

ｘ（ｋ＋１）＝（Ｉ＋（Ｉ＋Ｔａ））ｘ（ｋ）.｛ （１０）

２　精细积分新主元加权迭代法

根据主元加权的思想［６］，对病态线性方程组（１），两边同时加上ωＰｘ（ω＞０，Ｐ为对角矩阵），其中

Ｐ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ１ ／∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉｉ ０ … ０

０ ∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ２ ／∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉｉ … ０

   

０ ０ … ∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｎ ／∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉｉ

■

■

■

■

，

则病态线性方程组（１）变为
（Ａ＋ωＰ）ｘ＝ｂ＋ωＰｘ， （１１）

将式（１１）写成迭代格式为
（Ａ＋ωＰ）ｘ（ｋ＋１）＝ｂ＋ωＰｘ（ｋ）. （１２）

　　定理１　若Ａ 为正定矩阵，对于初始值ｘ（０）＝０，当０＜ω＜１时，由迭代格式（１２）产生的序列

ｘ（ｋ）｛ }收敛．
证明　Ａ 为正定矩阵，当０＜ω＜１时，Ａ＋ωＰ也为正定矩阵．由（１２）式可知

（Ａ＋ωＰ）ｘ（１）＝ｂ＋ωＰｘ（０）， （１３）
（Ａ＋ωＰ）ｘ（２）＝ｂ＋ωＰｘ（１）， （１４）

（１４）式减（１３）式，得
（Ａ＋ωＰ）（ｘ（２）－ｘ（１））＝ωＰ（ｘ（１）－ｘ（０））， （１５）

记ｚ（ｋ）＝（ｘ（ｋ＋１）－ｘ（ｋ）），则（１５）式可以写成 （Ａ ＋ωＰ）ｚ（１）＝ωＰｚ（０），进而可得（Ａ＋ωＰ）ｚ（ｋ）＝

ωＰｚ（ｋ－１），即

ｚ（ｋ）＝（Ａ＋ωＰ）－１ωＰｚ（ｋ－１）＝（Ａ＋ωＰ）－１ωＰ（（Ａ＋ωＰ）－１ωＰｚ（ｋ－２））＝
ω２（（Ａ＋ωＰ）－１　Ｐ）２ｚ（ｋ－２），

依次迭代下去，得

ｚ（ｋ）＝ωｋ （（Ａ＋ωＰ）－１　Ｐ）ｋｚ（１）， （１６）

对（１６）式两端同时左乘以（Ｐ－１（Ａ＋ωＰ））ｋ，得
（Ｐ－１（Ａ＋ωＰ））ｋｚ（ｋ）＝ωｋｘ（１）. （１７）

　　由（１３）式可知，当ｘ（０）＝０时，有
（Ａ＋ωＰ）ｘ（１）＝ｂ， （１８）

将（１８）式代入（１７）式，得
（Ａ＋ωＰ）（Ｐ－１（Ａ＋ωＰ））ｋｚ（ｋ）＝ωｋｂ，

显然，当０＜ω＜１时，有

ｌｉｍ
ｋ→∞
ωｋｂ＝０，

又因为Ａ＋ωＰ也为正定矩阵，所以（Ａ＋ωＰ）（Ｐ－１（Ａ＋ωＰ））ｋ≠０，则ｌｉｍ
ｋ→∞
ｚ（ｋ）＝０，即ｌｉｍ

ｋ→∞
（ｘ（ｋ＋１）－ｘ（ｋ））＝

０，所以序列 ｘ（ｋ）｛ }收敛．
引理［７］　若Ａ 为正定矩阵，当０＜ω＜１时，有

ｃｏｎｄ２（Ａ＋ωＰ）＜ｃｏｎｄ２（Ａ）.
　　由式（１０），（１２），得到新的迭代格式
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Ｔａ＝２Ｔａ＋Ｔ　ａ２，
（Ａ＋ωＰ）ｘ（ｋ＋１）＝ｂ＋ωＰ（Ｉ＋（Ｉ＋Ｔａ））ｘ（ｋ）.｛ （１９）

　　迭代终止的条件有两个：一是设置阈值，即对迭代算法需要迭代的次数设置一个上限．它是一种经
验式的迭代终止条件，具有很大的不确定性，并且不能保证其有效性和相应的精度．二是引进迭代残差，

即前后两次迭代的差小于一个非常小的量，即ｅｒｒ（ｋ）＝‖ｘｋ－ｘｋ－１‖＜ε．但是，这种方法在求解病态方
程组时效果不是很好．基于以上方法，文献［８］提出了一种新的迭代终止准则，即把迭代残差看作是两个
过程算法：单调下降过程和单调上升过程，而最为理想的迭代终止点会出现在下降过程到上升过程的拐
点处，即迭代终止条件满足ｅｒｒ（ｋ）／ｅｒｒ（ｋ－１）≥１.

３　实验结果与分析

３．１　以Ｈｉｌｂｅｒｔ矩阵为系数矩阵的病态方程组的求解

Ｈｉｌｂｅｒｔ矩阵的定义采用以下形式

Ｈ＝（ｈｉｊ）ｎ×ｎ，

其中：ｈｉｊ＝
１

ｉ＋ｊ－１
，ｉ＝１，２，…，ｎ，ｊ＝１，２，…，ｎ，则病态线性方程组为

Ｈｘ＝ｂ，
其精确解可以取为ｘ＝ １，１，１，…，１［ ］．
对于上述例子，在相同条件下，取ω＝０．０００　０１，τ＝１ｅ－８，将论文方法与主元加权改善法、新主元加

权法的绝对误差和迭代次数进行比较，实验结果见表１，２．
表１　３种方法绝对误差对比

矩阵阶数 条件数 论文方法 主元加权改善法 新主元加权法

１０　 １．６０ｅ＋０１３　 １．６０ｅ－０１０　 ７．５０ｅ－００４　 １．５１ｅ－００９

５０　 １．１７ｅ＋０１９　 ５．３１ｅ－０１０　 １．７９ｅ－００４　 １．３１ｅ－００８

１００　 １．５８ｅ＋０２０　 ７．０３ｅ－０１０　 １．０２ｅ－００４　 ３．８２ｅ－００８

表２　３种方法迭代次数对比

矩阵阶数 条件数 论文方法 主元加权改善法 新主元加权法

１０　 １．６０ｅ＋０１３　 ４　 １０　 １０

５０　 １．１７ｅ＋０１９　 ４　 ４０　 ４０

１００　 １．５８ｅ＋０２０　 ４　 ５０　 ５０

　　通过表１的实验结果可以看出，论文算法精度要优于主元加权改善法和新主元加权法．通过表２的
迭代次数对比可以看出，论文算法的迭代次数要远远小于后面两种方法．

３．２　以Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵为系数矩阵的病态方程组的求解

取Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵［９］为下列形式

Ｖ＝

１　 ｘ１ ｘ２１ … ｘｎ－１１
１　 ｘ２ ｘ２２ … ｘｎ－１２
１　 ｘ３ ｘ２３ … ｘｎ－１３
    

１　 ｘｎ ｘ２ｎ … ｘｎ－１ｎ

■

■

■

■

，

其中：ｘ向量的定义为ｘ＝Ｈ×１，Ｈ 为与Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵同阶的 Ｈｉｌｂｅｒｔ矩阵，１为元素全为１的列
向量，精确解同样取为ｘ＝ １，１，１，…，１［ ］．

Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵是一个高度病态的矩阵，阶数比较小时，会出现很大的条件数．下面采用论文提
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出的求解病态线性方程组的精细积分新主元加权迭代算法对此病态方程组进行求解，并与精确解进行
比较，实验结果见表３．

表３　论文算法结果和真解对比

矩阵阶数 条件数 论文算法 真解 误差 迭代次数

４　 １．３２２１ｅ＋００３

１．０００　０００　０００　０００　００　 １

０．９９９　９９９　９９９　９９９　９９　 １

１．０００　０００　０００　０００　０１　 １

１．０００　０００　０００　０００　００　 １

１．４２１０ｅ－０１４　 ２

８　 ５．２７３１ｅ＋００８

０．９９９　９９９　９９９　９９７　９５　 １

１．０００　０００　０００　００１　８２　 １

１．０００　０００　０００　０２９　１０　 １

０．９９９　９９９　９９９　９８５　４５　 １

０．９９９　９９９　９９９　９７０　９０　 １

１．０００　０００　０００　０２９　１０　 １

０．９９９　９９９　９９９　９９２　７２　 １

１．０００　０００　０００　０１１　８２　 １

２．９１０３ｅ－０１１　 ２

　　从表３中的实验数据可以看到，Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵的条件数受阶数的影响非常大，条件数随着其
阶数的增加急剧增大，论文的算法所得结果与真解相比达到了令人满意的结果，并且迭代次数比较少．

４　结束语

通过构造一个特殊矩阵，对病态方程组的系数矩阵进行主元加权，并将其与精细积分法相结合，提
出了一种新主元加权迭代法和精细积分相结合的方法．数值实验结果表明，和主元加权改善法和新主元
加权法相比较，该方法无论在计算精度还是计算效率方面都有提升，是一种有效的求解病态方程组的迭
代方法．
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