
第七章 非线性方程(组)的数值解法    

§1  二 分 法 

§2  不动点迭代法 

§3  Newton迭代法 

§4  非线性方程组的求解方法  
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引例2 （P38-6）开普勒（Kepler）方程 

)10(0sin),(   yxyyxF

)(xfy 它确定了隐函数                 . ,x y（可以证明 有唯一的   ) 

求 f (x) = 0 的根 



2 二分法 

原理：若 f C[a, b]，且 f (a) · f (b) < 0，则 f 在 (a, b) 上必
有一根。 

§1 二 分 法 

Bisection Method 

1 根的隔离与隔根区间 
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对于给定的精度  ,可估计二分法所需的步数 k ： 
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①简单; 对f (x) 要求不高(只要连续即可) . 

②无法求复根，收敛慢   

注：用二分法求根，最好先给出 f (x) 草图以确定根的大
概位置。或用搜索程序，将[a, b]分为若干小区间，对每一
个满足 f (ak)·f (bk) < 0 的区间调用二分法程序，可找出区
间[a, b]内的多个根，且不必要求 f (a)·f (b) < 0 。 



 §2 不动点迭代法 
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转化为不动点求解  



三 基本思想与迭代格式 
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基本迭代格式 

迭代函数 

迭代收敛 

迭代发散 
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方案3: 

计算结果为：取 ,3.10 x

k 格式2 格式3 

1 1.5917 1.8257 

2 1.3947 1.0047 

3 1.5149 3.1549 

4 1.4362 0.6812 

13 1.4653 





四 几何意义 
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五 收敛条件和误差估计 
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定理 迭代的收敛性及误差估计 
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3、程序终止条件：  1kk xx
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定理2 （局部收敛性） 
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六 收敛速度 

1 定义 
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七 迭代过程加速方法-Aitken加速法 
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§3 牛顿法及其变形 

一 牛顿法 

1 基本思想: 
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:3 几何意义

.

),())(,(

1

*

k

kk

xx

xfxfxx

轴的交点为而切线与

的切线近似代替附近用过点在

*
x kx1kx2kx

)(xfy 

))(()()( kkkk xxxfxfxl 切线：



2.收敛性 
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§4 Newton - 

Raphson Method 

注：Newton’s Method 收敛性依赖于x0 的选取。 
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二 牛顿法的变形 

 1 简化牛顿法 
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三 计算重根的牛顿迭代法 
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3 计算重根加速方法 

方案1: 化重根为单根  
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方案2:取迭代格式  

 可以证明是局部平方收敛的迭代格式。 

  如何确定重根数m: 边迭代边估计的方法  
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                 【评注】      

        Newton法是一种求解f(x)=0行之有效的迭代法,在单根附近 

具有较高的收敛性。但不足之处在于： 

  1）关键在于选取足够精确的迭代初值，若选择不当，可能发散； 

  2）另一局限在于计算导数f`(x)，若f(x)的形式复杂不便求之， 

   则利用估计值差商代替，但收敛速度下降。 
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收敛性。讨论上述方法求正根的

似值用牛顿法求其正根的近

给定方程、

:

);01.0,95.1(:

)4()2(1612)(3

0

23

B

xA

xxxxxf







收敛的迭代格式。

的具有平方重根的是求、证明： mxf
xf

xf
mxx

k

k
kk 0)(

)(

)(
4 1 






§4非线性方程组的求解方法  

1 1 2

1 2

( , , , ) 0

( , , , ) 0

n

n n

f x x x

f x x x




 

求解 ， 问
题 

1, n

in f D R R  其中 ： 。

1( )

( )

( )

x

F x

x

，

n

f

f

 
 
 
  

( ) 0F x 

F
n nD R R 其中 ： 为非线性映射（向量值函数）。

1

x ，

n

x

x

 
 
 
  

0

0

0

 
 
 
  

1 1 2 1 1 2

2

2 1 2 2 1

1 1
( , ) sin( ) 0

2 2

( , ) 1 0

f x x x x x

f x x x x




  

    

例如，求 的根。

若记

则等价为



  二元
函数情形  

一 预备知识:多元函数
Taylor展开 

2 2 0 0 0

1 2 1 2: ( , ) ( , ) ,设 ， ， 则T T
f R R x x x x x x  

0

0 0 02 2
2 2 1 1 2 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

xx

f f
f x f x x x x x o

x x




  
      

  

0 0 0

2 2( ) ( )( ) ( )f x f x x x o    

2

1 1 2 1 1 2

2 2

2 1 2 1 2

( , ) 2 0.5 0

( , ) 4 4 0
如

f x x x x x

f x x x x

     


   

0

0 0 01 1
1 1 1 1 2 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

xx

f f
f x f x x x x x o
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0 0 0

1 1( ) ( )( ) ( )f x f x x x o    

即(矩阵形式)：

1 1

0 0

1 1 1 2 1 1

0 0
2 2 22 2 2

1 2

,
( ) ( )

( )
( ) ( )

,



f f

f x f x x x x x
f o

f x f ff x x x

x x

  
       
                    
   

1 1

0 0

1 1 1 1 20 2 2 0

1 20 0
2 22 2 2

1 2

,
( )

( ) , , ( )
( ) ,

  

f f

x x f x x x
x x x x f x

f fx x f x
x x

其中，

  
     

                       

Jaco )i( bf的 矩阵

0 (1,1)在 的Taylor展开（近似表达式）：T
x 

10 0

1 2 (1,1)

2 2 1
( ) ( ) ( )

2 8
T

x
f x f x x x

x x

  
   

 

1

2

11.5 0 1

1 2 8 1

x

x

      
      

    

0 0 0( ) ( )( )f x f x x x  



: Taylorn nD R R F设 ，其一阶 展式为

0 0 0 0( ) ( ) ( )( ) ( )F x F x F x x x x xo    

1 1

1

1

( ) ob( Ja i )c

n

n n

n

f f

x x

F

f f

x x

  
  
 

   
  
 
   

其中， 称之为 的 矩阵F x

  推广:n元函数情形  



等价变形 

 . 基本思想 转化为非线性映射的不动点

( ) 0F x  ( )x G x

* * * *
, ( ), ( )如果 使 则称 为 的一个不动点.x x G x x x 

 . 不动点迭代算法

0 1
( ) ( 0,1,2, )取初值： ，令n k k

x R x G x k
  

2

1

2 2

2

( , ) 2 0.5 0

( , ) 4 4 0
如,求解

f x y x x y

f x y x y

     


   

2

2 2

0.5
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4 8 4

8

x y
x

x y y
y

  


 
    



二 不动点迭代法



1 *

*

*
lim lim 0,设 ,如果 则称迭代法是 的.阶收敛

k

k

pk k k

x x
x x c

x
p

x



 


  



 . 定义

 . 压缩映射

 . 收敛速度

1当 时，称为线性收敛；p 

2当 时，称为平方收敛；p 

1当 时，称为超线性收敛.p 

0

0

: 1 ,

( ) ( )

   设 ,若 常数0< ,使得对 ,有

则称 在 上是压缩映射.

n n
G D R R L x y D D

G x G y L x y

G D

      

  



 

* *

* *

: int( )

( ) ( ) 1

n nD R R D G



  

  

   设 有不动点 ，且 在 有一阶连续

偏导数，如果 的谱半径 ，则存在开球

G x x

G x G x

 *nS R D    x x x

 0 *kS x x x使得对 ，由迭代生成的序列 收敛于 。

0 0 0: ( )n nD R R D D D D   G G设 为闭集 上的压缩映射，且 ，

0

0 0G D Dx则 在 上存在唯一的不动点，且对 ，由迭代法

  *k
x x生成的 都收敛于 ，

* 1

1

k k kL

L

  


x x x x ， * 1 0

1

k
k L

L
  


x x x x

1 ( ) ( 0,1,2, )k k k  x G x

且有如下误差估计

. 局部判定定理

. 压缩映射原理



例１ 
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( , ) 2 0.5 0

( , ) 4 4 0

f x x x x x
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求解

(0) (0)( 0.2,1) (2,0.3)T T  x x和 附近有根。
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原方程

初值分别选为：
(0) (0)( 0.2,1) , (2,0.3)T T  x x

解  用Matlab函数ezplot作图,可见 
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. 迭代结果



 (0)( ) 0.158 1   G x

 (0)( ) 2.17 1   G x
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( )x G x即：

(0) ( 0.2,1) ,T x 
(0) (2,0.3) ,Tx 

收敛

发散

2

1 1 2 1 1 2

2 2

2 1 2 1 2

( , ) 2 0.5 0

( , ) 4 4 0

f x x x x x

f x x x x

     


   . 理论分析

G Jacobi所以，映射 的 矩阵



( )k  0设 是 的一个近似解，则x F x

( ) ( ) ( )( ) ( )k k k o    F x F x F x x x

( ) ( )( ) ( )k k k   0 0因此 为 的近似表达式，F x F x x x F x

( )k若 可逆，则F x
1[ ( )] ( )k k k x x F x F x

1 1[ ( )] ( )k k k k  x x F x F x记为：

. 迭代公式

Newton三 迭代法

Newton--求解非性方程组的 迭代法



解 用Matlab函数ezplot作图 
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例2 用 迭代法求解非性方程组

f x x x x x x x

f x x x x x x

      


    



* * *

*
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* *
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: ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ,

n nD R R
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0

Newton

Newton

F x F x F x

F x F x

Φ x x F x F x

x

F x F x x x x

x

    设 ， 满足 ， 在 的开邻域

上可导，且 连续， 非奇异，则存在闭球

，使得映射 有意义，且

迭代序列超线性收敛于 ，若还存在常数 ，使得

则 迭代序列至少平方收敛于 。

. 局部收敛定理


