
数学分析  第六章  微分中值定理及其应用 
高等教育出版社 

§2 柯西中值定理和不定式极限 柯西中值定理 不定式极限 

不定式极限（二） 

第八讲 

不定式极限 



数学分析  第六章  微分中值定理及其应用 
高等教育出版社 

§2 柯西中值定理和不定式极限 柯西中值定理 不定式极限 

定理6.8 

.2.
∞
型不定式极限

满足：和若函数 gf

0

(i) lim ( )
x x

g x
+→

= ∞；

0 0(ii) ( )x U x+在点 的某右邻域 内二者均可导，

0( ) ;g x′ ≠且

( )
0

+

( )(iii) lim , , .
( )x x

f x A A
g x→

′
= ±∞ ∞

′
可以为实数

则 
0 0

( ) ( )lim lim .
( ) ( )x x x x

f x f x A
g x g x+ +→ →

′
= =

′

不定式极限 



数学分析  第六章  微分中值定理及其应用 
高等教育出版社 

§2 柯西中值定理和不定式极限 柯西中值定理 不定式极限 

分析 
( ) .
( )

f xA A
g x

ε ε 成立− < < +

0 0x x x δ当 时,< < +0,ε∀ >要证明,对 0,δ∃ >

0 1 ,x x x x< <满足不等式 的每一个

2
( ) ,
( )

f x A
g x

ε′
− <

′

1 0 1( , ) ( , ),x x x xξ ∈ ⊂由柯西中值定理，存在

证 .为实数设A ,0>ε对于任意的 ),( 01 xUx 

+∈∃

1

1

( ) ( ) ( ) .
( ) ( ) ( )

f x f x f
g x g x g

ξ
ξ
′−

=
′−

使

不定式极限 



数学分析  第六章  微分中值定理及其应用 
高等教育出版社 

§2 柯西中值定理和不定式极限 柯西中值定理 不定式极限 

从而有 
1

1

( ) ( ) ( ) , (1)
( ) ( ) ( ) 2

f x f x fA A
g x g x g

ξ ε
ξ
′−

− = − <
′−

不定式极限 

于是 

2
A ε
− <

1

1

( ) ( ) ( ) . (2)
( ) ( ) ( ) 2

f x f x f A
g x g x g

ξ ε
ξ
′−

= = < +
′−

+
0 1

( )lim 1,
( ) ( )x x

g x
g x g x→

=
−

因为 所以由保号性,存在正数

1

1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

f x f x g x
g x g x g x g x

  
−    −  

1 1 0( )x xδ < − ， 0 0 1 1x x x xδ< < + <使得当 时，



数学分析  第六章  微分中值定理及其应用 
高等教育出版社 

§2 柯西中值定理和不定式极限 柯西中值定理 不定式极限 

(2)从 式得

不定式极限 

1

( ) 0,
( ) ( )

g x
g x g x

>
−

1

1

2
2 2

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

f xf x g xA A
g x g x g x g x

ε ε  
− < − < +   −  

1 1( ) ( ) ( )1
( ) 2 ( ) ( )

g x f x f xA
g x g x g x

ε  − − + <    

1 1( ) ( )1 .   (3)
( ) 2 ( )

g x f xA
g x g x

ε  < − + +    
+

0

lim ( ) ,
x x

g x由 得
→

= ∞

+
0

1 1( ) ( )lim 1
( ) 2 ( )x x

g x f xA
g x g x

ε
→

   − − +      
;

2
A ε

= −

+
0

1 1( ) ( )lim 1
( ) 2 ( )x x

g x f xA
g x g x

ε
→

   − + +      
;

2
A ε

= +



数学分析  第六章  微分中值定理及其应用 
高等教育出版社 

§2 柯西中值定理和不定式极限 柯西中值定理 不定式极限 

再由保号性得知，
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,A = +∞ − ∞ ∞思 ：若 ， 或考 应该如何证明？
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< < < +1 0 0( ), x x xδ δ δ存在正数 当 时

注 0 0 0x x x x x x+ −→ → →这里的 可以用 ， ，

件要作相应的改变. 

.x x→ −∞ → ∞， 来替换 当然定理的条,x → +∞
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所以 A = 1.  
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这就产生了错误的结果.  
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这说明: 在使用洛必达法 
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