
华师大数学分析(第五版)讲义  第二章数列极限 

 第二章 数列极限 

§1 数列极限概念 

一、数列极限的定义 
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( )函数 : ,f N n f  R  n 称为数列。 ( )f n 通常记作 

1 2, , , ,na a a   

或简单地记作 ，其中 称为该数列的通项。 }{ na na

例如：
1 1

{ }:1, , , ,
2na

n
 ，通项

1
na

n
 。 

如何描述一个数列“随着 的无限增大， 无限地接近某一常数”。下面给出数列极限

的精确定义。 

n na

定义 1  设 为数列，a 为定数．若对任给的正数}{ na  ，总存在正整数 ，使得当

时，有 

N n N

na a    

则称数列 收敛于 ，定数 称为数列 的极限，并记作 }{ na a a }{ na

aan
n




lim ，或 )(  naan  

读作“当 n 趋于无穷大时， na 的极限等于 或 趋于 ”． a na a

若数列 没有极限，则称 不收敛，或称 为发散数列． }{ na }{ na }{ na

【注】该定义通常称为数列极限的“ N  定义”。 

例 1  设 （常数），证明na c lim nn
a c


 . 

证 对 0  ，因为 

0na c c c       

恒成立，因此，只要取 ，当 n 时，便有 1N  N

na c    
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这就证得 li . m
n

c c




例 2  
1

lim 0
n n

 ( 0)  . 

证  对 0  ，要 

1 1
0

n n
    

只要 

1
n


  

只要取
1

1N

    

，则当 时，便有 Nn 

1 1
0

n n
    

这就证得
1

lim 0
n n

 。 

例 3  lim 1
1n

n

n



. 

证 因为 

1 1
1

1 1

n

n n n
  

 
 

对 0  ，取
1

1N

    

，则当 时，便有 Nn 

1 1
1

1 1

n

n n n
   

 
 

这就证得 lim 1
1n

n

n



。 

 关于数列极限的“ N  定义”，作以下几点说明： 

【1】定义中 不一定取正整数，可换成某个正实数。 N

即 0  ， 0G  ，当n 时，有G na a   。 

【2】定义中 na a   可换成： na a c  （ 为常数）。 0c 

即 0  ， 0N  ，当 时，有n N na a c  。 
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【3】定义中 0  可换成： 00     。 

例 4  证明 0
1

lim 
 nn

，这里 为正数. 

证  对 0  ，要 

1 1
0

n n      

只要 

1/

1
n 
  

（注：上式用到幂函数

1

( 0x x  ) 是增函数）。 

只要取
1/

1
N 
 ，则当 时，便有 Nn 

1 1
0

n n      

例 5  证明 ，这里 || <1． lim 0n

n
q


 q

证法 1  若 0q  ，则结果是显然的． 

现设 0< <1．记|| q
1

1 0
| |

h
q

   ，有 

1
| 0 | | |

(1 )
n n

n
q q

h
  


 

由 1+ （二项展开或伯努利不等式）得到   nh)1( nh

1 1
| |

1
nq

nh nh
 


 

对任给的 ,0 只要取 ,
1

h
N


 则当 时，便有 |Nn  0 |nq   。 

证法 2  利用对数函数 的严格增性来证明。设xy lg 0 | | 1q  。 

    对任给的 >0（不妨设 <1），为使 ，只要  nn qq |||0|

lg||lg qn   即  
lg

lg | |
n

q


  

（注意分子分母都是负数）。于是，只要取
||lg

lg

q
N


 即可。 
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    例 6  证明 1lim 


n

n
a ，其中 >0。 a

证   （1）当 时，结论显然成立. 1a

（2）当 时，记 ，则1a 1/ 1na   0 （因为
xa 增， ）.由   1/ 0 1na a 

                   1/(1 ) 1 1 ( 1)n na n n a       

得 

1 1
1n a

a
n


   

任给 0 ，取
1a

N



 时，则当 n ，便有 N

1/ 1
1n a

a
n


    

（3）当 10  a 时，令b
a


１
>1，从而 

1
1 1

n
n n

n

b
a b

b


     

利用（2）的结果，得证。 

例 7  证明 lim 1n

n
n


 . 

证   设 。记 2n 

1 0n
nh n    

则有（由二项展开） 

      2
2 21 1

1 1
2 2

n

n n n n

n n n n n
n h nh h h

 
        2

4 nh  

得 

2
0 nh

n
   

取
2

4
max 2,N


  
 

，则当 时，有 n N

1n
nh n     

下面是数列极限“ N  定义”，否定形式： 
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数列 不以 a 为极限的定义： na

0 0  ， ， ，使得N N  0n N 
0 0na a   。 

数列 发散的定义： na

a R ， 0 0  ， N N  ， 0n N  ，使得
0 0na a   。 

例 8  lim 0
1n

n

n



. 

证  因为 

1 1
0 1 1

n

n n


     

所以，取 0 1  ，对 ，取N N  0 1n N N   ，有 

0
0

0 0

1 1
0 1 1

n

n n


      

例 9  证明 ( 1)n 是发散数列． 

证  对任何 R，  a

当 时，取0a  10  ，则对所有奇数 ，有n 0( 1) 1n a a       

当 时，取0a  10  ，对所有偶数 ，有n 0( 1) 1n a a       

二、数列极限“几何定义” 

 画图对定义 1 作几何解释（待补）。 

定义 2  任给 >0，若在U( , )a  之外数列 na 中的项至多只有有限个，则称数列 

收敛于极限 ． 

na

a

其否定形式： 

若存在常数 0 0  ，使得数列 中有无穷多个项落在}{ na U( , )a  之外，则 }一定不

以 为极限． 

na{

a

例 10  设 ，做数列 如下： ayx n
n

n
n




limlim }{ nz

                     .,,,,,,,:}{ 2211  nnn yxyxyxz
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证明  .lim azn
n




证  因 lim limn nn n
x y a

 
  ，故对任给的 0 ，数列 和{ 中落在}{ nx }ny U( , )a  之外

的项都至多只有有限个. 所以数列 中落在}{ nz U( ,a ) 之外的项也至多只有有限个．故由定

义 2 证得 ． azn 
lim
n

【注】上面例题是以后常用的结论。下面用子列的概念改写成定理。 

定理 对于数列 na ，如果它的奇子列与偶子列都收敛于同一个数 ，则a na 也收敛

于 。即如果 ，则a 2 linn n
a 2 1lim m na  

  a lim nn
a a


 。 

    例 11  设 为给定的数列， 为对 增加、减少或改变有限项之后得到的数

列．证明：数列 与 同时为收敛或发散，且在收敛时两者的极限相等． 

}{ na

}{ nb

}{ nb }{ na

}{ na

    证  设 为收敛数列，且}{ na aan
n




lim ．按定义 2，对任给的 >0，数列 中落在

U(

}{ na

;a )之外的项至多只有有限个．而数列 是对 增加、减少或改变有限项之后得到

的，故从某一项开始， 中的每一项都是 中确定的一项，所以 中落在

}

}n

{ nb

{a

}{ na

}{ nb }nb{ U(a, ) 之

外的项也至多只有有限个．这就证得 abn
n




lim ． 

    设 发散．倘若{ 收敛，则因{ a 看成是对{b 加、减少或改变有限项之后

得到的数列，故由刚才所证，{a 敛，矛盾．所以当{a 散时，{ nb 发散．                       

}{ na }nb }n 可 增

收 发 也

}n

}n}n }

三、无穷小与无穷大，有界与无界 

在所有收敛数列中，有一类重要的数列，称为无穷小数列，其定义如下： 

定义 3  

（1）若 0lim 
 n

n
a ，则称 为无穷小数列． }{ na

（2） 当 时, 有 ，则称 为正无穷大数列，记作

。 

0, ,G N N   



n N na G }{ na

lim nn
a


 

（3）类似可定义：  lim nn
a


 
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（4）类似可定义： 。 lim nn
a


 

定义 4  如果 有界（同函数有界），即 }{ na

0M  ， n N  ，都有 na M  

则称{ 是有界数列。 }na

类似可定义：无界数列，有上界，无上界等。 

下面列几个显然成立的结论（作为习题）： 

（1）  lim nn
a a


  }{ aan  为无穷小数列． 

（2）  { } 为无穷小( 0)n na a 
1

na

 
  

 
是无穷大。 

（3）   lim n
n

a


   na 无上界，但反之不然。 

（4）  无穷小数列与有界数列的乘积仍是无穷小数列。 

最后再举几个例题，这些例题都是以后常用的结论。 

例 12  lim limn n
n n

a a a a
 

   。反之不然。 

证 设 ，据定义lim n
n

a


 a 0, ,N N     当 时, 有n N na a   ， 

从而 n na a a a     ，即 lim n
n

a a


 。 

反之，设  :1, 1,1, 1,na   。显然 lim 1n
n

a


 ，但 na 发散。 

【注】 lim 0 lim 0n n
n n

a a
 

   。 

例 13  设 lim ( 0, 0)n
n

n
n

a
A A b

b
   ，如果 lim 0nn

a


 ，则 lim 0nn
b


 。 

证 由上例，lim 0n

n
n

a
A

b
  ，据定义，对 0 1

1
0, ,

2
A N N     当 时, 有 1n N

1 1

2 2
n

n

a
A A A

b
    A  

即 

1 3

2 2n n nA b a A b   
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再由 li ，据定义对m 0n
n

a


 20, ,N N     当 时, 有2n N na  。 

于是，取 ，则当 时，有 1 2max{ , }N N N n N

1

2 n nA b a  
2

nb
A
   

按定义这就证明了 li 。 m 0nn
b




例 14  设 ,证明:lim nn
a


 a 1 2lim n

n

a a a
a

n

  



. 

证 因为 lim n
n

a


a ，于是有 1 10, , ,
2nN N n N a a
          

从而当 时，有 1n N

1 2 1 2( ) ( ) (n na a a a a a a a a
a

n n

        
 

  )
 

1 1 1 11 2 1 1N N N Na a a a a a a a a a a a

n n

            
 

 
 

1( )

2 2

n NA A

n n n

 
     

其中
11 2 NA a a a a a a       是一个定数。 

再由 lim 0
n

A

n
 ，知 2N N  ，当 时，有2n N

2

A

n


 . 

取 ，则当 时,有 1 2max( , )N N N n N

1 2 na a a
a

n

  



2 2 2

A

n

         

【注】该结论反之不成立。例如 ( 1)n
na   不收敛，但 1 2lim 0n

n

a a a

n

  



。 
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§2 收敛数列的性质 

定理 1（唯一性）  若数列 收敛，则它只有一个极限． }{ na

证  设 是 的一个极限．我们证明：对任何数a }{ na bab , 不是 的极限．事实上，

若取

}{ na

|a| b
2

1
0  ，则按定义，在 U( a ); 0 之外至多只有 中有限项，从而在 U(}{ na 0;b )

内至多只有{ 中有限个项；所以b 不是 的极限．这就证明了收敛数列只能有一个极

限 

}na }{ na

定理 2（有界性）  若数列 收敛，则 为有界数列，即存在正数}{ na }{ na M ，使得对一

切正整数 n ，都有 

                             na M  

证  设 aan
n




lim ，取 1 ，存在正数 ，对一切 n ，有 N N

1na a  ，即  .11  aaa n  

记 

|},1||,1||,||,||,max{| 21  aaaaaM N  

则对一切正整数 ，都有n na  M ． 

定理 3（保号性）  若 ，则对任何0lim 


aan
n

),0( aa  ，存在正数 ，使得当

时，有 ． 

N Nn 

aan 

证  取 0 0a a    ，则 ，使得当 时，有 0N  Nn 

0na a a     

类似地有当 时的保号性．            0a

【注】在应用保号性时，经常取
2

a
a  . 

定理 4（保不等式性） 设 与na  nb 均为收敛数列．若存在正数 ，使得当

时，有 ，则 

0N 0Nn 

nn ba 
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lim limn nn n
a b

 
  

    证  设 ,0.lim,lim 


任给bbaa n
n

n
n

分别存在正数 时，

有 

nNN ，使得当与 21 1N

                       naa   ，                    （1） 

当 时有 2Nn 

                      bbn .                        ( 2 ) 

取 ，则当 时，按假设及不等式(1)和(2)有  210 ,,max NNNN  Nn 

,  bbaa nn  

由此得到 2a b   。由 的任意性推得 ba  ，即 lim limnn n
a

  nb 。                                    

【思考】如果把定理中的条件 nn ba  换成严格不等式 na nb ，那么能否把结论换成

？ lim limn nn n
a b

 


例如：
1

0,n na b
n

   

例 1  设  0 1, 2,na n   ．证明：若 ,lim aan
n




则 

.lim aan
n




                              （3） 

证  由保不等式性得  .0a

若 ，则由 ，任给0a 0lim 
 n

n
a 0 ，存在正数 ，使得当 时有N Nn  na          

，从而
2 na ，即 0 ,
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na   故有 .0lim
n

na  

若 ，则有 0a

a

aa

aa

aa
aa n

n

n
n







 . 

任给 0 ，由 ，存在正数 N，使得当 时有 aan
n




lim Nn 

,aaan   

从而  aan ．(3)式得证．                                     



华师大数学分析(第五版)讲义  第二章数列极限 

    定理 6（迫敛性）  设收敛数列   nn ba , 都以 a 为极限，数列 nc 满足：存在正数 ，

当 时有 

0N

0Nn 

                     nnn bca  ，                              (4) 

则数列 收敛，且 ． nc acn
n




lim

    证  任给 0 ，由 aba n
n

n
n




limlim ，分别存在正数 与 ，使得当 时,

有 

1N 2N 1n N

                                 naa   ，                               (5) 

当 时,有 2Nn 

                                  abn ．                               (6) 

取 ，则当 时,不等式(4)、(5)、(6)同时成立，即有  ,,,max 210 NNNN  Nn 

  abcaa nnn ． 

从而有  acn ，这就证得所要的结果．                              

例 2  [习题 2.2：10]  设 lim nn
a a


 ，证明: 

(1) 
 

lim n

x

na
a

n
 ；    (2) 若 ，则0, 0na a  lim 1n

nn
a


 。 

证 

(1) 因为  1n nna na na   n ，所以 

 1 n
n n

na
a a

n n
    

由迫敛性得证。 

(2) 因为 li ，取m 0nn
a a


  0

1

2
a  ，则存在 ，使得当 时，有 0N  n N

0 0

1 3

2 2na a a a a       。 

于是 

1 3

2 2

nn
n

na a  a  
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由
1 3

lim lim 1
2 2

nn

n n
a a

 
  和迫敛性得证。 

    定理 6（四则运算法则）  若 与na  nb 为收敛数列，则 nn ba  ，{ }， 

也都是收敛数列，且有 

na nb nn ba .

  n
n

n
n

nn
n

baba


 limlimlim ， 

  .lim.lim.lim n
n

n
n

nn
n

baba


  

特别当 为常数 时有 nb c

  .limlim,limlim n
n

n
n

n
n

n
n

accacaca


  

若再假设 及 ，则0nb 0lim 
 n

n
b









n

n

b

a
也是收敛数列，且有 

n
n

n
n

n

n

n
ba

b

a


 limlimlim . 

证  由于 及  nnnn baba 1
n

n
n

n

b
a

b

a 1
. ，因此我们只须证明关于和、积与倒数

运算的结论即可. 

    设 则对任给的,lim,lim bbaa n
n

n
n




,0 分别存在正数 与 ，使得 1N 2N

, nn ba 当  ,1Nn 

, bbn 当  .2Nn 

取 则当 时上述两不等式同时成立，从而有  ,,max 21 NNN  Nn 

1．       .lim2 bababbaababa nn
n

nnnn 


  

2．     .bbabaabbabaaabba nnnnnnnn         （8）                        

由收敛数列的有界性定理，存在正数M ，对一切 有n Mbn  .于是，当 时由（8）

式可得 

Nn 

 aMabba nn  . 

得 . abba nn
n




lim
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华师大数学分析(第五版)讲义  第二章数列极限 

    3．由于 根据收敛数列的保号性，存在正数 ，则当 时有,0lim 


bbn
n

3N n 3N

bbn 2

1
 .取 则当 ,3N,max 2NN  Nn  时有 

2 2

21 1 2n n

n n

b b b b

b b b b b b


 
     

得
bbn

n

11
lim 


.      

例 3[第二章总练习题：3]  设 lim nn
a


a ,证明: 

(1) 1 2lim n

n

a a a
a

n

  



(又问由此等式能否反过来推出 li ); m nn

a


 a

(2) 若 ，则0, ( 1,2, )na n   1 2lim n
nn

a a a a


 。 

证  （1）见前。 

（2）由 ，知 。 0, ( 1,2, )na n   0a 

若 ，根据平均值不等式 0a 

1 2
1 2

1 2

1 1 1
nn

n

n

a a an
a a a

n
a a a

  
 

  




 

由 1 2lim n

n

a a a
a

n

  



，以及

1 1
lim
n

na a
 ，得 

1 2 1 2

1 1
lim lim

1 1 1 1 1 1 1n n

n n

n
a

a a a a a a a

n

 
  

      
， 

由迫敛性得 1 2lim n
nn

a a a a


 。 

若 ， 0a  1 2
1 20 nn

n

a a a
a a a

n

  
 

  

同样由迫敛性得 1 2lim 0n
nn

a a a


 。 

例 4  
01

1
1

01
1

1lim
bnbnbnb

ananana
k

k
k

k

m
m

m
m

n 








 


 

【讲课时换成具体的，分三种情况】 
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例 5 求  .1lim nnn
n




 

解    ,

1
1

1

1

1
1







n

nn

n
nnn  

由   n
n

1
1

1 及例 1 得 

n
lim   .

2

1

1
1

1

1
lim1 






n

nnn
n

                                 

例 6 [习题 2.2：4(6)] 
2 2 2

1 1 1
lim( ).

1 2n n n n
  

  


n
 

解  由 

2 2 2 2 2

1 1 1

1 2

n n

n n n n n n n
    

   


1
 

因为 

2

1
lim lim 1

1
1

n n

n

n n
n

 
 

 
，

2

2

1
lim lim 1

11 1
n n

n

n
n

 
 

 
 

由迫敛性，
2 2 2

1 1 1
lim( ) 1

1 2n n n n n
  

  
   

【注】错误的做法： 

2 2 2

1 1 1
lim( )

1 2n n n n
  

n  
  

2 2 2

1 1 1
lim lim lim 0

1 2n n nn n n   n
   

  
   

定义 1  设 为数列， 为正整数集 的无限子集，且na kn N  21 nn ,kn 则

数列 

 ,,,,
21 knnn aaa  

称为数列 的一个子列,简记为 .  na }{
kna

    注 1  由定义 1 可见， 的子列na  
kna 的各项都选自 na ，且保持这些项在 中的na
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先后次序． 
kna 中的第 项是 中的第 项，故总有 ．实际上 本身也是正

整数列 的子列． 

k  na

na

kn knk  kn

n

    例如，子列 由数列 的所有偶数项所组成，而子列ka2  12 ka 则由 的所有奇

数项所组成．又 本身也是 的一个子列，此时n

 na 

na na k ， 2,1k ，  .k

    定理 8  若数列   na 收敛于 ，则 na 的任何子列都收敛且极限都为 a ． a

证 设 
kna 是 的任一子列，由na a

n
an ， 0N


lim ，对 0    ，使得当 时，

有 

Nk 

ak  a  

由于n ，故当 时，有 ，从而也有 kk  Nk  Nnk

an  a
k

 

这就证得 ． li
n

m
kn

a a

 【注】我们常利用该定理证明 na 发散。 

（1）若 有一个子列不收敛，则  nana 发散; 

（2）若 有两个收敛子列，但极限不等，则  na 发散。 na
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例 7 证明数列  n1 与








2
sin

n
都发散。 

  n1 的奇子列收敛于 ，偶子列收敛于1，故1   n1证 发散。 





2





sin

n
的奇子列为

2 1
sin

2

k  
 
 

即   11
k ，它是发散的，故









2
sin

n

a

发散。 

定理 9    2 1 im li na a a a  2n n lim


l
n n

m
n



见前 
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§3 数列极限存在的条件 

定义 1  若数列 na 的各项满足关系式 1n na a  ，则称 na 为递增数列．若数列 的

各项满足关系式

na

1n na a  ，则称 为 na 严格递增数列． 

类似定义递减与严格递减数列。（严格）递增数列和（严格）递减数列统称为（严格）

单调数列．  

    定理 1 (单调有界定理)  有界的单调数列必有极限． 

    证  不妨设 为有上界的递增数列．由确界原理，数列 na  na 有上确界，记

．下面证明 就是 的极限．事实上，任给 naa sup a na 0 ，按上确界的定义，存在

数列 中某一项 ，使得na Na Na a  ．又由 na 的递增性，当 n 时有 N

N na a a   ． 

另一方面，由于 是 的一个上界，故对一切 都有a  na na  aaan ．所以当 时

有 

n N

  aaa n ， 

即 ． aan
n




lim

同理可证有下界的递减数列必有极限，且其极限即为它的下确界． 

例 1  设
1 1 1

1 ,
2 3n n         1a .证明： na 收敛． 

    证  显然 是递增的。下证na  na 有上界．当 时， 2n 

   2

1 1 1 1 1 1 1
1 1

2 3 (2 ) 3 22 1 2
na

n n n
     

  
             

    
  






 

   
1 1 1

1
3 22 1 2n n

  

  
        
    

  1 




 

   
1 1 1 1

1
2 22 2n n

  

  
        
  
  

 




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1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 2

2 2 2 2
na

n n 2     
                
   

  

n

 

再由 ，得2na a 1 2
2

n
n

a
a   ，从而 

1

1
1

1
2

na






 

故 有界。由单调有界定理， 收敛。 na na

例 2 [习题 2.3：3（2）]  设 1 1( 0), , 1, 2,n na c c a c a n     ，证明 na 极

限存在并求其值。 

证 首先证明 na 单调增。 

2 1a c c c    a ，设 1n na a  ，则 1 1n n na c a c a  na      

由数学归纳法知 na 单调增。 

其次证明 na 有上界，其中一个上界是 1c  。 

1 1a c c   ，设 1 1na c   ，则 

1 1 2 1n na c a c c c c c         1 

由数学归纳法知 na 有上界 1c  。 

由单调有界定理 na 必有极限。设 lim nn
a


A ,由保不等式性 。在 两

边取极限,得

0A  2
1n na c   a

2A c A  ，解得
1 1 4

2

c
A

 
 。(另一根

1 1

2

  4c
A 0  不合题意)。 

【注】（1）因为单调有界数列的极限是其确界，所以
1 1 4

2

c 
是其一个上界，证明

的过程中也可以验证它是上界。 

（2）上面方法是把这个上界又给予了放大。 

21 1 4 (2 )1 1 4 1 1 2
1

2 2 2

c cc c
c

     
     

例 3  [第二章总练习题：7]  设 0, 0,a    
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1 1

1 1
( ), ( ), 1, 2,

2 2n n
n

a a a a n
a a

 
     。 

证明:数列{ 收敛,且其极限为}na  . 

证  由
2

1 1
1 1

1 1
( 2 ) (

2 2n n n
n n

a a a
a a

   
 

      ) 0得 

, 2,3,na n  ， 

说明{ 有下界。又 }na

2
1

1 1
( 2 ) ( ) 0

2 2n n n n n
n n

a a a a a
a a

        , 2,3,n   

得{ } 递减。 ( 2,3, )na n  

由单调有界定理{ 的极限存在，设}na lim nn
a


a 。在 

1

1
( )

2n n
n

a a
a


    

两边取极限得 

1
( )

2
a a

a


   

解得a  （a   舍掉）。 

【注】 这是求方程 正根的 Newton 迭代法。以
2 0x   2  为例计算结果如下 

k  kx  

1 1.50000000000000 

2 1.41666666666667 

3 1.41421568627451 

4 1.41421356237469 

5 1.41421356237309 

例 4  设 为有界数集．证明：若 ，则存在严格递增数列 ，使

得 ． 

S SaS
__

sup   nx S

axn
n




lim

证    因 是 的上确界，故对任给的a S ,0 存在  axSx 使得, ．又因 ，

故

Sa
__



ax  ，从而有 axa   ． 
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   现取 11  ，则存在 ，使得 Sx 1

axa  11  

再取 0,
2

1
min 12 







  xa ，则存在 Sx 2 ，使得 

axa  22 ， 

且有   1122 xxaaax   ． 

    一般地，按上述步骤得到 Sxn 1 之后，取






  1,

1
min nn xa

n
 ，则存在 ，

使得 

Sxn 

axa nn   ， 

且有 .11 )(   nnnn xxaaax   

上述过程无限地进行下去，得到数列 S，它是严格递增数列，且满足 }{ nx 

.,2,1,
1

||  n
n

axaaxa nnnnn   

这就证明了 axn
n




lim . 

例 5  证明
n

n n
)

1
1(lim 


存在. 

证  由二项式 

1 2
2

1 1 1 1 1
(1 ) 1n k

n n n n k n
a C C C

n n n n
          n

nC
n

 

2

( 1) 1 ( 1) ( 1) 1 1
1 1

2! ! k n

n n n n n k

n k n

   
      

 
n

 

1 1 1 1 2 1 1 1 2
2 (1 ) (1 )(1 ) (1 ) (1 )(1 ) (1

2! ! !

k n

n k n n n n n n n

1
)

 
                 

1 1 1 1 2 1
2 (1 ) (1 )(1 ) (1 )

2! 1 ! 1 1 1

k

n k n n n


        

  
 


  

1 1 2
(1 )(1 ) (1 )

( 1)! 1 1 1

n

n n n n
   

    1na   

故 na 严格递增。再由上式 

1 1 1 1 1 1
2 2

2! ! ! 1 2 ( 1) ( 1)na
k n k k n

           
 

   
n
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1 1 1 1 1 1
2 (1 ) ( ) ( ) 3 3

2 1 1k k n n n
           

 
   

故 na 有上界增。由单调有界定理
n

n n
)

1
1(lim 


存在。记 

1
lim(1 ) 2.718n

n
e

n
    

以 为底的对数称为自然对数，通常记 e

xx elogln   

定理 2（致密性定理）有界数列必有收敛子列。 

证 先证明：任何数列都有单调子列。 

设数列为 na 。分两种情况讨论： 

（1）若对任何正整数 ，数列k  k na  有最大项。设 1 na  的最大项为 ，
1na 

1n na  的

最大项为 ，依次下去。显然 
2na

1 2 1 2, ( )n na a n n      

这样就得到递减的子列 
kna 。 

（2）至少存在某正整数 k ，数列 k na  没有最大项。取 1 1n k  ，因 k na  没有最

大项，故在 后面总存在 ，使得 
1na

2na n2(  1)n

2 1n na a  

同理存在 ，使得 3n n 2

3 2n na a  

如此下去，就得到严格递增的子列 
kna 。 

 再证明致密性定理。 

 由任何数列都有单调子列以及单调有界定理立即得证。 

定理 3(柯西(Cauchy)收敛准则)  数列 收敛的充要条件是：对任给的}{ na 0 ，存在

正整数 N，使得当 时有 Nmn ,

                               mn aa ． 

证  必要性易证。现证充分性。 
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先证有界性：取 0 1  ， 有 0 , ,N N n N   

0 01 11 1N n Na a a      

此时，  0 0 01 1 1max 1 , 1 1n N N n Na a a a a         

令  0 01 1max , , , 1N NM a a a   ，则 

,na M n   

由致密性定理， 必有收敛子列，设}{ na lim
knk

a 


 。根据定义 

0  ， ，当 时，有 K k K

kna     

由 Cauchy 条件， N ，当 时，有 ,n m N

                              n ma a   ． 

取 ，此时 ，于是当 n 时，有 0 max( , ) 1,k K N 
00 0, kk K n k N   N

0 0
2

k kn n n na a a a         

例 6 ［习题 2.3：5］应用柯西收敛准则,证明以下数列{ 收敛: }na

(1) 
2

sin1 sin 2 sin
;

2 2 2n n

n
a      

(2) 
2 2 2

1 1 1
1 .

2 3na
n

      

证 (1)  
1 2

sin( 1) sin( 2) sin( )

2 2 2n p n n n n

n n n
a a   

  
    

p

p
 

1 2

1 1 1 1 1
(1 )

2 2 2 2 2 2n n n p n p         1
n
 

由
1

lim 0
2nn

 ， 0  ， ，当 时，有N n N
1

2n
 ， 

从而当 时，对n N p ，有 n p na a    。由柯西准则, na 收敛。 

(2) 
2 2

1 1 1

( 1) ( 2) ( )n p na a
n n n     
  


2p
 

1 1 1

( 1) ( 1)( 2) ( 1)(n n n n n p n p
   

     


)
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1 1 1 1 1 1

1 1 2 1n n n n n p n p n
       

     
 1

 

类同(1)可证 na 收敛。 

例 7 ［第二章总练习题：9(3)］ 按柯西收敛准则叙述数列{ 发散的充要条件,并用

它证明下列数列{ 是发散的: 

}na

}na

1 1
1

2na
n

     

证：{ 发散的充要条件是}na 0 0, , , ,N m n N     使得 0m na a   。 

  取 0

1

2
  ,对任意大的 ,取 ，则 N , 2n N m n 

0

1 1 1 1

1 2 2 2 2m n

n
a a

n n n n
       

 
  

例 8 ［几个正无穷大的比较］ 

[log ] ( 1, 0) ( 0) ( 1) !n n
a n a n a a n n          

证 （1）
!

lim 0
nn

n

n
 ［习题 2.1：2（3）］ 

! 1 2 1
n

n n

n n n nn
   

（2） lim 0( 1)
!

n

n

a
a

n
  ［习题 2.3：3（3）］ 

记
!

n

n

a
a

n
 ，则 1 1n n

a
a a

n 


，取 ，当 时，0n  a 0n n 1n na a  ， na 单调减且

有下界零，故有极限，记极限为 。在A 1n n 
1

a

 naa 两边取极限得 0A  。 

或 

取 ，当 时 0n  a 0n n

0 0

0 0 0 0

0
! ! 1 2 !

n nna a a a a a a

n n n n n n n
 

 
   

（3） lim 0( 1, 0)
nn

n
a

a






   ［习题 2.1：推广］ 

令 1 ( 0a )    ，取正整数 : 1m m    
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( 1) ( 1)
(1 )

!
n n n n n m

a
m

m   
 


>  

1 1! ! 1
0

1 1( 1) ( 1) (1 ) (1 )

m m

n n m m

n n m n m
mn n n m na a

n n



 

 

   
     

1
 

（4）
[log ]

lim 0( 1, 0, 0)a

n

n
a

n



  


    ［第二章总练习题：2（2）］ 

只证
lg

lim 0
n

n

n
 （其他以后再证）。 

0  ，则10 ，再由1  lim 1n

n
n


 得，存在 ，当 时，有 N n N

1 n n 10  ，两边取对数得
lg

0
n

n
  ，说明

lg
lim 0
n

n

n
 。 
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