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第七章  实数的完备性 

§1 关于实数集完备性的基本定理 

 前面我们学习了：戴德金切割原理、确界原理、单调有界定理、致密性定理、柯西收

敛准则，这些命题都是从不同方式反映实数集的一种特性，通常称为实数的完备性或实数的

连续性公理。本节再学习见个实数的完备性公理，即区间套定理、聚点定理、有限覆盖定理。

最后我们要证明这些命题都是等价的。 

一、区间套定理 
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定义 1  设闭区间列 具有如下性质：  nn ba ,

（i）  nn ba ,  11 ,  nn ba ， ,2,1n ； 

（ii） 0)(lim 
 nn

n
ab ， 

则称 为闭区间套，或简称区间套。  nn ba , 

    这里性质（¡）表明，构成区间套的闭区间列是前一个套着后一个，即各闭区间的端点

满足如下不等式： 

             .1221 bbbaaa nn                      （1） 

左端点 na 是单调递增的点列，右端点 nb 是单调递减的点列。 

    定理 1 （区间套定理） 若 是一个区间套，则在实数系中存在唯一的一点 nn ba ,   ，

使得   nn ba , ， ，即 ,2,1n

                      na nb ，  .,2,1 n                    （2） 

证 （由柯西收敛准则证明） 

设 是一区间套.下面证明 nn ba ,   na 是基本点列。 

设 ，由区间套的条件（i）得 m n

( ) ( ) ( ) ( )m n m n m m n n m ma a b a b a b a b a          
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再由区间套的条件（ii），易知 na 是基本点列。 

按 Cauchy 收敛准则， na 有极限，记为 。于是 

 lim lim ( ) limn n n n n
n n n

b b a a a 
  

      

由 na 单调递增， nb 单调递减，易知 

na nb ， .,2,1 n  

 下面再证明满足（2）的 是唯一的。设数 也满足 

,,2,1,  nba nn   

则由（2）式有 

 .,2,1,  nab nn  

由区间套的条件（¡¡）得 

                        0)(lim 
 nn

n
ab ， 

故有   . 

 【注 1】区间套定理的通俗解释是，闭区间套必然套住唯一个点（实数），或者必有唯

一的一个公共点，或者闭区间套的交集是唯一的一个点。以后这个点我们就称为由区间套所

确定的点。 

 【注 2】 区间套定理中要求各个区间都是闭区间，才能保证定理的结论成立。对于开

区间列，如
















n

1
,0 ，虽然其中各个开区间也是前一个包含后一个，且

1
lim 0 0
n n

   
 

，但

不存在属于所有开区间的公共点. 

 由区间套定理的证明过程易推得如下很有用的区间套性质：  

 推论  设 是由区间套 所确定的点，则对任给的 nn ba ,  0  ，存在 ，使得当

时有 

N

n N

 nn ba ,   ．；U  
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二、有限覆盖定理 

定义 2 设 为数轴上的点集，H 为开区间的集合(即 的每一个元素都是形如(S H  ,

S

)

的开区间)．若 中任何一点都含在 中至少一个开区间内，则称 为 的一个开覆盖，

或称 覆盖 ．若 中开区间的个数是无限(有限)的，则称 为 的一个无限开覆盖(有

限开覆盖)．如果对 的任一无限开覆盖 ，总能找到有限子覆盖 ，则称点集 为

紧集。 

S H H

S

*H

S

H S H

S

H

H H

    在具体问题中，一个点集的开覆盖常由该问题的某些条件所确定．例如，若函数 f 在

内连续，则给定( , )a b 0  ，对每一点 ( , )x a b  ，都可确定正数 x (它依赖于 与 x )，

使得当 x ( , )xU x  时，有 ( ) ( )f x f x    ．这样就得到一个开区间集 

 ( , ) ( , )x xH x x x a b     ,  

它是区间  的一个无限开覆盖． ( , )a b

    定理 2  (海涅一博雷尔(Heine—Borel)有限覆盖定理)  闭区间是紧集。即设 H 为闭

区间 的一个无限开覆盖，则从 ba,  H 中可选出有限个开区间来覆盖  ba, 。 

证  （由区间套定理证明） 

反证。假设定理的结论不成立，即不能用 H 中有限个开区间来覆盖  ba, ． 

    将 等分为两个子区间，则其中至少有一个子区间不能用 ba,  H 中有限个开区间来覆

盖．记这个子区间为  ，则  11 ,ba  baba ,, 11  ，且  ab  a 
2

1
11



b ．  

    再将  等分为两个子区间，同样，其中至少有一个子区间不能用11,ba H 中有限个开区

间来覆盖．记这个子区间为 ，则 22 ,ba    1122 ,, baba  ，且  ab
22

1
a  22b ． 

重复上述步骤并不断地进行下去，则得到一个闭区间列   nn ba , ，它满足 

   11 ,,  nnnn baba ， ,,2,1 n  

    nabab
nnn 0

2

1 



 

即 是区间套，且其中每一个闭区间都不能用 nn ba , H 中有限个开区间来覆盖。 
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由区间套定理，存在唯一的一点  ,n na b  ， ,2,1n ．由于 H 是  的一个开覆

盖，故存在开区间

ba,

 , H   ，使   , ．由区间套定理的推论，当 n 充分大时有 

    ,, nn ba  

这表明  只须用nn ba , H 中的一个开区间   , 就能覆盖，与挑选  nn ba , 时的假设“不能

用 H 中有限个开区间来覆盖”相矛盾．从而证得必存在属于 H 的有限个开区间能覆盖

．  b, a

【注】 开区间不是紧集。例如，开区间集合 1
( ,1) 1,2,

1
n

n
    





构成了开区间

的一个开覆盖，但不能从中选出有限个开区间盖住 1,0  1,0 ． 

三、聚点定理 

定义 3 设 为数轴上的点集，S  为定点(它可以属于 ，也可以不属于 )．若S S  的任

何邻域内都含有 中无穷多个点，则称S  为点集 的一个聚点． S

       例如，点集
1

( 1)nS
n

   
 

有两个聚点 1 1   和 2 1  ；点集
1

S
n

   
 

只有一个

聚点 0 



；又若 ，则  内每一点以及端点 、 都是 的聚点；而正整数

集 没有聚点，任何有限数集也没有聚点． 

 ,S a b  ,a b a b S



定理 3  下面三个命题等价 

（1） 为点集 的聚点； S

（2） 0  ，有
0 ( ; )U S    。点的任何 邻域内都含有 中异于S 的点； 

（3）若存在各项互异的收敛数列  Sxn  ，使得 
 n

n
xlim 。 

其证明作为习题。 

定理 4 (魏尔斯特拉斯(Weierstrass)聚点定理)  实轴上的任一有界无限点集 至少有

一个聚点． 

S

致密性定理与聚点定理本质是一样，下面证明二者的等价性。 
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证  （致密性定理聚点定理） 

设 是有界无限点集。在 中取一列两两不同的点列S S  nx ，显然 nx 是有界点列。由

致密性定理， nx 存在一个收敛的子列 
knx ，设其极限为 0x 。那么对 0, ,K   当

时，有

k K

0 knx x 0x    。这就说明  0 0,x x   含 中无限多个点，即S 0x 是 的一

个聚点。 

S

（聚点定理致密性定理） 

设 为有界数列．若 中有无限多个相等的项，则由这些项组成的子列是一个常

数列，而常数列总是收敛的. 

nx nx

    若 不含有无限多个相等的项，则其在数轴上对应的点集(仍记为 )必为有界无

限点集，故由聚点定理，点集 至少有一个聚点，记为

nx nx

nx  。由定理 3，则存在 的一

个收敛子列(以

nx

 为其极限). 

四、实数完备性定理之间的等价性 

 我们学习如下几个实数的完备性定理: 

 1.戴德金切割原理； 

 2.确界原理； 

 3.单调有界定理； 

 4.致密性定理； 

 5.柯西收敛准则； 

 6.区间套定理； 

 7.有限覆盖定理； 

 8.聚点定理。  

实际上它们之间都是等价的。并且已经军完成了如下证明： 

(1)


(2) (3) (4) (5) (6) (7)   


(8)
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下面只要再完成 ，就证明了这些定理的等价性。见下例 1。 (7) (2)

例 1  由有限覆盖定理证明确界原理。 

证 设 为非空数集，且 有上界，下面证明则 必有上确界。 S S S

设 的上界为S M ，任取 0x S ，考虑闭区间 0[ , ]x M 。假设 无上确界，那么S

0[ , ]x x M  有 

（1）当 x 为 的上界时，必有一个更小的上界S 1x x ，因此 x 必有一个邻域 x ，其中

皆为 的上界； S

（2）当 x 为 的上界时，自然有 中的点S S 2x x ，因此 x 必有一个邻域 x ，其中皆

不是 的上界。 S

这样对 0[ , ]x M 中的每一点 x 都有一个邻域 x ，它要属于第一类（即每一点都是 的上

界），要么属于第二类（即每一点都不是 的上界）。显然 

S

S

 0| [ , ]xH x x M    

构成了 0[ , ]x M 的开覆盖。根据有限覆盖定理，必有有限子覆盖 

 *
1 2, , , kH H      

注意到对应点M 的邻域是第一类的，且 ( 1, 2, ,i i )k   有公共点，也都是第一类的，从而

对应点 0x 的邻域也是第一类的，矛盾。 

 下面再给出几例子，来说明以上八个公理之间可以互推。 

例 2  区间套定理确界原理。 

证 设非空数集 有上界S M 。若 有最大值，则得证。否则， S

任取 0x S ，记 1 1 0, [ ,a b x M ]，把 1 1,a b 等分，如右半区间含 的点，记右半区间

为

S

2 ,a b2 ，否则记左半区间为 2 2,a b 。再把 2 ,a b2 等分，同上考虑，得区间套   ,n na b 。 

记区间套所确定的唯一点为 ， na nb  。由做法， ,n na b 的右边不含 的点，即S

, nx S x b   ，取极限便得 , xx S   ，说明  是 的一个上界。 S

另外， 0  ， ，当 时，N n N  , ( ,n na b )      。由做法， ,n na b 含 的S
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点，故存在 ,x S x     。这说明 是 的上确界。 S

 例 3 区间套定理柯西收敛准则 

 证  按柯西收敛准的假设，对任给的 0  ,存在 ,使得对一切 有0N  n N

n Na a   ,即在区间  ,na a N   内含有  na 中几乎所有的项(这里及以下,为叙述

简单起见,我们用“ na 中几乎所有的项”表示“ na 中除有限项外的所有项”). 

1

2
     据此,令 ,则存在 ,在区间1N

1 1

1 1
,

2 2N Na a
    

内含有 na 中几乎所有的项.记

这个区间为 1 1,  . 

2 22

1 1
,

2 2N Na a再令
2

1

2
  ，则存在 ，在区间2 (N N 1 )

2

    
内含有 na 中几乎所

有的项．记 

   
2 22 2 1 12 2

1 1
, , ,

2 2
N Na a     

  ， 

它也含有 na 中几乎所有的项，且满足 

  
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1 1 2, , 2 2 2

1

2
      及  

继续依次令
3

1 1
, ,

2 2n
   ， ， 照以上方法得一闭区间列   ,n n  ，其中每个区间都

含有 na 中几乎所有的项．且满足 

   1 1, , 1,n n n n n     , 2, , 
1

1
0 ( )

2
n n n

n 


     

即   ,n n  是区间套．由区间套定理，存在唯一的一个数  ,n n    1, 2, ,n   ， 

  现在证明数 就是数列 na 的极限．事实上，由区间套定理的推论，对任给的 0  ，

存在 ，使得当 时有 0N  n  N

 , (U ; )n n     

因此在 ( ; )U   内含有 na 中除有限外的所有项，这就证得 lim n
n

a 


 ． 

例 4  有限覆盖定理 聚点定理。 

Sba ],[ ，由于 没有聚点，所S证  反证。设 是有界无限点集，但 没有聚点。取S S
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以对 ，取],[ bax x 充分小， ),( xxU  不含 中异于S x 的点, 即 ),( xxU  最多只含 的

一点。令 

S

 ]b,[) ax | x,(xUH    

则 H 是 的一个开覆盖。根据有限覆盖定理，可找到有限个U],[ ba ),( xx  覆盖 （自然

也覆盖 ），这与 是无限点集矛盾。 

],[ ba

S

S

S

例 5  区间套定理聚点定理。 

 M,
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证  因 为有界点集，故存在 ，使得0M MS  ，记    M , M

S

ba , 11   

    现将  等分为两个子区间．因 为无限点集，故两个子区间中至少有一个含有 中

无穷多个点，记此子区间为 ，则

11 ,ba S

 2b2 ,a    221 ,, bab1a  且 

 1  Mab 12

1



ab  22  

再将 等分为两个子区间，则其中至少有一个子区间含有 中无穷多个点，取出

这样的一个子区间，记为  ，则

 22 ,ba S

33 ,ba    332 ,b2 ,ba a ，且 

 
22

1
33 a  22

M
bb a  

将此等分子区间的手续无限地进行下去，得到一个区间列   nbna , ，它满足 

   11 , ,,2,1 n  ,,  nn ba nn ab

0
2

 nn

M
a    n  

1
nb

  即 是区间套，且其中每一个闭区间都含有 中无穷多个点．   nn ba , S

 na n b,由区间套定理，存在唯一的一点 ， ,,2,1 n ．于是由区间套定理的推论，

对任给的     ;Ubn    ;U,an0 ，存在 ，当 时有0N Mn  ．从而 内含有 中

无穷多个点， 

S

 为 的一个聚点． S

五、闭区间上连续函数性质的证明 

闭区间上连续函数的性质有： 

（1）最值性； 
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（2）有界性； 

（3）根的存在性； 

（4）介值性； 

（5）一致连续性。 

前面我们致密性定理证明了最值性（从而也证明了有界性），由确界原理证明了根的存

在定理（从而也证明了介值性），由致密性定理证明了一致连续性。 

下面，我们再给出利用实数完备性公理来证明闭区间上连续函数性质的几个例子． 

   例 6  用有限覆盖定理证明有界性定理：若函数 在闭区间f  ba, 上连续，则 在 上

有界． 

f  ba,

证  由连续函数的局部有界性，对每一点  ,,bax  都存在邻域 );( xxU   及正数 ，

使得 

xM 

 ( ) , ( ; ) ,x xf x M x U x a b     

考虑开区间集 

  baxxUH x ,);(    

显然 是  的一个无限开覆盖．由有限覆盖定理，存在 的一个有限子集 H ba, H

    * ; , , 1, 2,i i iH U x x a b i k   ,



 

覆盖了  ，且存在正数 ，使得对一切ba, kMMM ,,, 21     baxUx ii ,;   有 

  .,,2,1, kiMxf i   

令 

,max
1

i
ki

MM


  

则对任何 ， bax , x 必属于某     MMxfxU iii ; ．即证得 在  上有界．  f ba,

例 7 用确界原理证明最值性定理：若函数 在闭区间f  ba, 上连续，则 在  上有

最大值与最小值． 

f 



ba,

证  由有界性定理， 在 上有界，故由确界原理， 有上确界，记为f  ba, f M ．以下

我们证明：存在  ba, ，使  f M ．倘若不然，对一切  ba,x 都有 ．令    Mxf
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  ],[,
)(

1
bax

xfM
xg 


  

易见 在  连续,故 在 有上界（有界性定理）.设G 是 的一个上界,则 g  ba, g  ba, g

  1
0 ,

( )
g x G x a b

M f x
   


[ , ] 

从而推得 

  ],[,
1

bax
G

Mxf   

但这与M 为 f 的上确界矛盾.故必存在  ba, ,使   Mf  ,即 在  上有最大值,

同理可证 在  上有最小值. 

f 



ba,

f b,a

例 8  用区间套定理证明根的存在性定理：若函数 f 在  ba, 上连续， ，

，则存在 ，使得

  0f a 

  0f b   bax ,0    0 0f x  ． 

证  将  等分为两个子区间ba,  ca, 与  cb, ．若   0f c  ，则 c 即为所求；若

，则当  0f c    0f c  时，记    caa ,,1 b1  ，当   0f c  时，记    bc,1  ba ,1 。于

是有 

   1 10, 0f a f b  ，且      1 1 1 1

1
, , ,

2
a b a b b a b a   



． 

再从区间 出发，重复上述过程，得到：或者在 11 ,ba  11 ,ba 的中点 上有 ，

或者有闭区间  ，满足

1c 1( ) 0f c 

22 ,ba    2 20, 0f a f b  ，且 

     ababbaba 
2221122 2

1
,,,  

    将上述过程不断地进行下去，可能出现两种情形： 

    (1)  在某一区间的中点 上有ic   0if c  ，则 即为所求； ic

    (2)  在任一区间的中点 上均有ic   0icg  ，则得到闭区间列 满足

，且 

 ,, nn ba 

   0, 0n nf a f b 

      ,2,1,
2

1
,,, 11  nababbaba

nnnnnnn  . 

由区间套定理，存在点   .,2,1,,0  nbax nn 下证．  0 0f x  ，倘若 ，不妨 0 0f x 
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设 ，则由局部保号性，存在 0 0f x   ,;0 xU 使在其内有   0f x  ．而由区间套定理的

推论，当 充分大时有n    ;, 0xUba nn  ，因而有  nf a  0 ．但这与  nn ba , 选取时应满

足的 相矛盾，故必有 nf a  0   00f x  。 

 b,a例 9  用有限覆盖定理证明一致连续性定理：若函数 在闭区间f 上连续，则 在

上一致连续． 

f

 ba,

f证  由 在  上的连续性，任给  ba,xba, ，都存在 0x0 ，对每一点 ，使得

当 xUx x; 时有 

   
2


 xfxf .                      (2) 

 








bax ,






 xU x

2
,


。显然 是H  b考虑开区间集合 a, 的一个开覆盖．由有限覆盖定

理，存在 的一个有限子集 H











 xU i ,

* 

 kii ,,2,1

2

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覆盖了  ．记ba,
2

min
1 










i

ki


 0  

, x必属于
* 中某开区间,设 








2
; i

ix
 bax , , x  x  Ux对任何 ,x 即

2
i

ixx


 .此时有 

i
iii

ii xxxxxx
  

 
222

 

故由(2)式同时有 

   
2


 ixfxf  和    

2


 ixfxf  

由此得      xf .所以 在f  ba, 上一致连续. xf

例 10  用有限覆盖定理证明根的存在定理。 

证 设  x 在 ,a b 上连续  f a 与  f b 异号，现证方程  f xf 0 在  内至少有,a b
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一实根。 

假设方程   0f x  在  内无实根，则对每一点,a b  ,x a b ，有 ，据  0f x   f x

连续性，存在正数 x ，使得  f x 在    , xU x a b  , 上与点 x 处的函数值  f x 同号.令 

    , | ,xH U x x a b   

则 是H  ,a b 的一个开覆盖.据有限覆盖定理，H 中必存在有限个邻域能覆盖 ,a b .设这有

限个邻域为： 

     
1 21 2, , , , , ,

nx x nU x U x U x x    

且 1 2 .nx x x 不妨设其中任意两个邻域无包含关系（否则，去掉被包含的邻域仍能覆盖

 ,a b ），于是 

     
11, , 2,3

j jj x j xU x U x j n 
    , . 

而  f x 在每个  ,
jj xU x  内不变号，由此推得  f x 在  

1
,

j

n

j x
j
U U x 


内不变号，故  f x 在

 ,a b 上不变号，这与题设    ,f a f b 异号矛盾. 

 

§2 上极限和下极限 

上（下）极限是极限理论的重要组成部分，也是后面研究级数理论的有力工具。 

类似于数集的聚点定义，定义数列的聚点如下： 

定义 1 若数 的任一邻域都含有数列a  nx 的无限多个项，则称 为数列 的一个聚

点（也称极限点）。 

a nx

显然 的聚点就是 收敛子列的极限点。  nx nx

例如，数列 0,1,0,1,0,1, 有两个聚点0 和1，数列
1

n
 
 
 

有一个聚点 。 0

定理 1 有界点列 至少有一个聚点，且存在最大与最小聚点。 nx

 证  关于聚点存在性的证明，只需在第 1 节例 5“区间套定理 聚点定理”的证明过

程中，把“无限多个点”改为“无限多个项”。 


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 至于最大聚点的存在性，只需在第 1 节例 5 的证明过程中，当每次把区间 1 1,n na b  等

分为两个子区间时，若右边一个含有 nx 中的无限多项，则取它为 ,n na b ，否则取左边子

区间为 ,n na b 。这样每个 ,n na b 都含有 nx 中的无限多项，且在 ,n na b 的右边至多只有

中的有限项。易知由区间套 所确定的点 nx  nn b, a A即为 nx 的最大聚点。若不然，设

有 的聚点nx A A ，则令
1

3
( )A A  ，在 ( , )U A  中含有 nx 的无限多项。但当 充

分大时，U A

n

( , ) 将落在  ,na bn 的右边，这与在  ,na bn 的右边至多只有 中的有限项

相矛盾。 

x n

 类似可证， 存在最小聚点nx A。 

定理 2 设 为有界数列 nx

（一）下面三个命题等价： 

（1） A 为 的最大聚点。 nx

（2） 0 ， ，当 时，有N Nn   Axn ，又有子列  Ax
kn 。 

（3）  ,,suplim 1
 nn

n
xxA  

（二）下面三个命题等价： 

（1） A为 的最小聚点。 nx

（2） 0 ， ，当 时，有N Nn  nx A   ，又有子列
knx A   。 

（3）  1lim inf , ,n nn
A x x 
   

证 （1）（2） 

设 A 为 的最大聚点，由nx A 是聚点，知对 0 ， ),( AU 含有 的无穷多项；

再由

nx

A 是最大聚点，知在 A 的右边最多只含 nx 的有限项（否则在 A 的右边还有

聚点，它大于 A ，与 A 是最大聚点矛盾）。 

（2）（1） 

由假设，对 0 ， ),( AU 含有 nx 的无穷多项，故 A 是一个聚点。设 A ，
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取 )(
2

1
0 A  ，由假设在 ),( 0U 最多只含 nx 的有限项，故 不可能是 的聚点，

说明

nx

A 是最大聚点。 

（2）（3） 

0 ， ，当 时，有N
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Nn   Anx



 ，从而 

    Axx nnn ,,sup 1 ， A nn 



n



lim

n 
lim A  

又有子列  Ax
kn 。从而      Axx nnn ,,sup 1 An

n






lim  

（3）（2） 

设  ,,sup 1 nnn xx ，  An  ，从而对 0 ， N ，当 时，有 Nn 

    n ,1 AxxA nn ,sup  

说明 时，Nn   Axn 。还有子列  Ax
kn  。否则的话，存在 0 和 ，当

时，有

0N 0Nn 

0xn A ，从而   01 ,,sup    Axx nnn  ， lim 


AA
n

 n 0 ，矛盾。 

定义 2 定理 2 中的 A与 A分别称为数列 nx 的上极限与下极限，记为 

lim , limn n
n n

A x A x
 

   

显然 

（1） lim limn n
nn

x x


  

（2） lim lim limn n
n nn

nx A x x
 

    A  

例 1 设 ，证明0nu
n

1nn
n

n
n

n

n

u

u
uu

u

u 1 limlimlimlim    

证 先证 
n

nn
n u

u
u 1limlim   

设 a
u

u

n

n 1lim ，如果 ，结论显然成立。 a

如果 ，a 0 ， ，当 时，有 N Nn 

 a
u

u

n

n 1 ， 1 1

1 2

( )n Nn n n N

N n n N

u u u u
a

u u u u
  

 

    ， 
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( )n N
n Nu u a    ， 

( ) ( ) ( )n N Nn nn
n N Nu u a u a a          

lim lim ( ) ( )Nnn
n Nu u a a a         

由 的任意性， lim n
nu  a 。 

再证 1lim lim
n

n
n

n nn

u
u

u


 
  

记 1lim n

n n

u
q

u



  

（1） ，结论显然成立。 0q 

（2）0 ，由下极限定义 q  

0( )q    ， ，当 时，有N Nn  1n

n

u
q

u
   。从而 

1 1

1 2

( )n Nn n n N

N n n N

u u u u
q

u u u u
  

 

     

( )n N
n Nu u q     

( ) ( ) ( )n N Nn nn
n N Nu u q u q q          

两边取下极限 

lim
n

n
n

u q 


   

由 的任意性， lim
n

n
n

u q


 。 

（3）q ，此时  1lim n

n
n

u

u



 。 

对 ， ，当 时有 0G  N Nn 

1n

n

u
G

u
  ，

n N
n Nu u G   

Nnn
n Nu u G G  
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由于 lim 1Nn
N

n
u G


 ，所以 时，1n N

1

2
Nn

Nu G   

这样， 时，1max( , )n N N
1

2
n

nu  G 。说明 lim n
n

n
u


 ，结论也成立。 

推论 设 ，0nu 1lim limn n
n

n n
n

u
a u

u


 
   a  

（反之不成立） 

【注】在后面的级数理论中，上面不等式，是“根式判别法比比式判别法更有效”的依

据。 
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