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一、柯西中值定理              柯西中值定理
是比拉格朗日定理更
一般的中值定理，本
节用它来解决求不定
式极限的问题. 

§2 柯西中值定理和不   
     定式极限 

数学分析   第六章 
微分中值定理及其应用 

二、不定式极限 

*点击以上标题可直接前往对应内容 
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定理6.6（柯西中值定理） 

设函数                      在区间            ( ),f x )(xg ],[ ba 上满足: 
(i)    f (x) , g(x) 在闭区间 [a, b] 上连续; 

(iii) ;0)()( 22 >′+′ xgxf
(iv) .)()( bgag ≠

则在开区间          内必定 (至少) 存在一点   ),( ba ,ξ
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(ii)   f (x) , g(x) 在开区间 (a, b) 上可导; 

′ −
=

′ −
( ) ( ) ( ) .
( ) ( ) ( )

f f b f a
g g b g a

ξ
ξ
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使得 
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几何意义 

首先将 f ,  g 这两个函数视为以 x 为参数的方程 
,)(xgu = .)(xfv =

它在 O- uv 平面上表示一段曲线.  

恰好等于曲线 
d
d x

v
u ξ=

存在一点 ( 对应于参数 )     的导数   ξ

( ) ( ) .
( ) ( )AB

f b f ak
g b g a

−
=

−

由拉格朗日定理 

的几何意义, 
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端点弦 AB 的斜率: 
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证  作辅助函数 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )).
( ) ( )

f b f aF x f x f a g x g a
g b g a

−
= − − −

−

显然,          满足罗尔定理的条件,  )(xF
),,( ba∈ξ 使得     ,  0)( =′ ξF

0( ) ( )( ) ( ) .
( ) ( )

f b f af g
g b g a

ξ ξ−′ ′− =
−

( ) 0 ( ( ) (iii)g fξ ξ可以肯定 否则 也为零,与条件′ ′≠

( ) ( ) ( ) .
( ) ( ) ( )
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所以 

所以存在点 
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即 

),矛盾
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例1   设函数  f  在区间 [a, b](a > 0) 上连续, 在(a, b) 

( ) ( ) ( )ln .bf b f a f
a

ξ ξ′− =

显然 f (x),  g(x) 在 [a, b] 上满足 ,ln)( xxg =

于是存在    , 使得 ),( ba∈ξ

1
( ) ( ) ( ) ,
ln ln

f b f a f
b a

ξ

ξ

′−
=

−

变形后即得所需的等式. 

上可导, 则存在    , 使得 ),( ba∈ξ

证  设 

柯西中值定理的条件, 
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1

( ) ( ) ( ) .
ln ln

f b f a f
b a ξ

ξ′−
=

−
分析  所证式子可变形为 
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例2   设  f  在区间 (0, 1] 上可导,  
(0, 1]则 f 在      上一致连续. 

0
lim ( )
x

x f x A
+→

′ =

分析  由条件，   f  在区间                       上一致连续,  1 1[ ,1], 0δ δ >

  所以,   只须证明 f  在区间                       上一致连续.  1 1(0, ], 0δ δ >

( ) .x f x M′ ≤

| | 1,M A= +证 设 因为  
0

lim ( ) ,
x

x f x A
+→

′ =

当  10 ,x δ< < 时

1[ , ] (0, ]x y δ⊂在 上，

1 1(0 1)δ δ∃ < < ，

( )x f x对 和 运用柯西中值定理，

( ) ( )f x f y
x y
−
−

2 ( )fξ ξ′= 2 .M≤
( , ),x yξ∃ ∈
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于是得 

| ( ) ( ) | 2 .f x f y M x y− ≤ −

从而 f 在 1(0, ]δ 上一致连续.1[0, ]  x δ在 上一致连续，

又 f 在 1[ ,1]  δ 上一致连续，因此 f 在 (0,1]上一致连续.

( ) ( )f x f y
x y
−
−

2 .M≤
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