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� 研究函数插值的必要性

实际问题中遇到的函数一般具有确定的函数关系，
但其解析表达式可能:
（1）未知，但可以测得一些关键点处的函数值。
（2）已知，但表达式复杂不实用，常常需用一个简单

的解析表达式来近似代替它。

� 具体要求

（1）在某个范围内能和原函数充分接近，有较好的近似效果。
（2）具有一定的光滑性。
（3）表达式简单易用，比如：多项式，有理分式，三角函数

中的正弦与余弦函数等等。

� 举例： Hooker定律
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本章应用题:     Hooker定律

定律：一定范围内服从的作用下伸长弹簧在力 ker, HooxF
现在得到下面一组为弹性系数即成正比与 ,,, kkxFxF =

可以看出，如图坐标下作图并在如表数据 ).(),(),(, FxFx

试由数据确定律就不服从达到一定数值后当 .ker, HooF

.ker, 定律时的近似公式并给出不服从定 Hook

1.216.206.198.186.157.116.69.35.1)(
1715131297421)(

kgF
cmx
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当精确函数 y = f(x) 非常复杂或未知时，在一

系列节点 x0 … xn 处测得函数值 y0 = f(x0), … 
yn = f(xn)，由此构造一个简单易算的近似函

数 g(x) ≈ f(x)，满足条件g(xi) = f(xi)  (i = 0, … 
n)。这里的 g(x) 称为f(x) 的插值函数。最常

用的插值函数是 …?多项式

x0 x1 x2 x3 x4x

g(x) ≈ f(x)
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补充知识

根据线性空间的理论：

所有次数不超过n的多项式构成的线性空间是n+1维

的，这个n+1维线性空间的基底也由n+1个多项式

组成，且形式不是唯一的，而任意一个n次多项式可

由基底线性表示，且在不同的基底下有不同的形式。
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线性表示可由次多项式且任意 )(,),(),()( 10 xxxxPn nn ϕϕϕ

)()()()( 1100 xaxaxaxP nnn ϕϕϕ +++=

的插值函数为某个函数如果 )()( xfxPn

为插值基函数则称 )(,),(),( 10 xxx nϕϕϕ

维线性空间的一个基底为上述设 1)(,),(),( 10 +nxxx nϕϕϕ

线性无关显然 )(,),(),( 10 xxx nϕϕϕ
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§1  拉格朗日多项式 /* Lagrange Polynomial */

niyxP iin ,...,0,)( ==
求 n 次多项式 使得

n
nn xaxaaxP +++= 10)(

条件：无重合节点，即 ji xx ≠ji ≠

n = 1 已知 x0 , x1 ; y0 , y1 ，求 xaaxP 101 )( += 使得

111001 )(,)( yxPyxP ==

可见 P1(x) 是过 ( x0 , y0 ) 和 ( x1, y1 ) 两点的直线。

)()( 0
01

01
01 xx

xx
yyyxP -

-
-+=

10

1

xx
xx

-
-

01

0

xx
xx

-
-=             y0 +                y1

l0(x) l1(x)

称为拉氏基函数 /* Lagrange Basis */，

满足条件 li(xj)=δij /* Kronecker Delta */

1

0
( ) ii

i
yl x

=

= ∑
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0 1 1( ) ( )( ) ( )i i i i nl C x x x x x x x x− += − − − −

n ≥ 1 希望找到li(x)，i = 0, …, n 使得 li(xj)=δij ；然后令

Σ
=

=
n

i
iin yxlxP

0
)()( ，则显然有Pn(xi) = yi 。

li(x) 每个 li 有 n 个根

Π -==
j ≠ i ji

iii xxCxl )(
11)(

∏
=
≠ −

−
=

n

j
ij ji

j
i xx

xx
xl

0
)(
)(

)(
0

( ) ( )
n

n i i
i

P x l x y
=

= ∑

0 1 1, , , ,i i nx x x x− +

0

( )
n

i j
j i
j

C x x
≠
=

= −∏Lagrange 
Polynomial

与 有关，而与 无关节点 f
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定 理 (唯一性) 满足 的 n 阶插值多

项式是唯一存在的。

niyxP ii ,...,0,)( ==

证明：书72页 用Vandermonde行列式证明

反证：若不唯一，则除了Pn(x) 外还有另一 n 阶多项
式 Ln(x) 满足 Ln(xi) = yi 。

考察 则 Qn 的阶数,)()()( xLxPxQ nnn −= ≤ n

而 Qn 有 个不同的根n + 1 x0 … xn

注：若不将多项式次数限制为 n ，则插值多项式不唯一。

例如 也是一个插值

多项式，其中 可以是任意多项式。
0

( ) ( ) ( ) ( )
n

n i
i

L x P x p x x x
=

= + −∏
)( xp
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则Lagrange线性插值多项式为

即

(1) 当 n=1时，即已知两点

1 0 0 1 1( ) ( ) ( )P x y l x y l x= +

常用的低阶公式
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(2) 当 n=2时，即已知三点

则Lagrange抛物插值(二次插值)多项式为

2 0 0 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )P x y l x y l x y l x= + +

即
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( ) (144) 12, (169) 13, (225) 15
( ) Lagrange , (175) .
f x f f f

f x f
= = =  已知 满足

    作 的二次 插

例

值多项式 并求 的近似值

1

解 1 2

0 1 0 2

( )( )
( )( )

x x x x
x x x x
− −

=
− −0 ( )l x ( 169)( 225)

2025
x x− −

=

1( )l x 0 2

1 0 1 2

( )( )
( )( )

x x x x
x x x x
− −

=
− −

( 144)( 225)
1400

x x− −
=

−

2 ( )l x 0 1

2 0 2 1

( )( )
( )( )

x x x x
x x x x
− −

=
− −

( 144)( 169)
4536

x x− −
=

Lagrange( )f x因此 的二次 插值多项式为

2 0 0 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )P x y l x y l x y l x= + +

且 (175)f 2 (175)P≈

0 1 212 (175) 13 (175) 15 (175)l l l= + +

13.230 158 73=
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Lagrange 1 (175).f用 线性插值多项式求例 中的例2 

解 1 2175 169 225x x x= = =由于插值点 在 与 之间

1 2169 225x x= =因此取 与 为插值节点

Lagrange插值基函数为

1( )l x 2

1 2

x x
x x
−

=
−

225
56

x −
=

− 2 ( )l x 1

2 1

x x
x x
−

=
−

169
56

x −
=

Lagrange∴ 线性插值多项式为

1 1 1 2 2( ) ( ) ( )P x y l x y l x= +
22513
56

x −
= ⋅

−
16915

56
x −

+ ⋅

(175)f∴
175 22513

56
−

≈ ⋅
−

175 16915
56
−

+ ⋅ 13.214 285 71=
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¾插值余项 /* Remainder */

设节点
)1( +nf 在[a , b]内存在, 考察截断误差 ( ) ( ) ( )n nR x f x P x= −

],[ baCf n∈bxxxa n ≤<<<≤ 10 ，且 f 满足条件 ,

Rolle’s Theorem:  若 充分光滑， ，则

存在 使得 。

)(xϕ 0)()( 10 == xx ϕϕ
),( 10 xx∈ξ 0)( =′ ξϕ

推广：若 0)()()( 210 === xxx ϕϕϕ ),(),,( 211100 xxxx ∈∈ ξξ

使得 0)()( 10 =′=′ ξϕξϕ ),( 10 ξξξ ∈ 使得 0)( =′′ ξϕ

0)()( 0 === nxx ϕϕ

存在 ),( ba∈ξ 使得 0)()( =ξϕ n

若
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¾插值余项 /* Remainder */
设节点

)1( +nf 在[a , b]内存在, 考察截断误差 ( ) ( ) ( )n nR x f x P x= −

],[ baCf n∈bxxxa n ≤<<<≤ 10 ，且 f 满足条件 ,

Rn(x) 至少有 个根n+1
0

( ) ( )( )
n

n i
i

R x x xK x
=

= −∏
任意固定 x ≠ xi (i = 0, …, n), 考察

0
( ) ( ) ( () )

n

n i
i

K xt R t t xϕ
=

= − −∏
ϕ(t)有 n+2 个不同的根 x0 … xn x ),(,0)()1( baxx

n ∈=+ ξξϕ

∏
=

+

−
+

=
n

i
i

x
n

n xx
n

fxR
0

)1(

)(
!)1(
)()( ξ

( 1) ( ) ( )( 1)!n
n xR K x nξ+ − +( 1) ( 1)( ) ( ) ( )( 1)!n n

x n xf P K x nξ ξ+ +− − + =

( 1) ( )
( )

( 1)!

n
xf

K x
n

ξ+

=
+
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注：)通常不能确定 ξx , 而是估计 , ∀x∈(a,b)

将 作为误差估计上限。

1
)1( )( +

+ ≤ n
n Mxf

∏
=

+ −
+

n

i
i

n xx
n
M

0

1 ||
)!1(

)当 f(x) 为任一个次数≤ n 的多项式时， , 
可知 ，即插值多项式对于次数≤ n 的多项
式是精确的。

0)()1( ≡+ xf n

0)( ≡xRn
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( ) , 144,169,225f x x= 若 三个插值节点为例3 ，

Lagrange (175) .f试估计用 线性和二次插值做 近似值的截断误差

解
1( )

2
f x

x
′ =

3
21( )

4
f x x

−
′′ = −

5
23( )

8
f x x

−
′′′ =

1
( )( ) ( 169)( 225)
2

fR x x xξ′′
= − −

2
( )( ) ( 144)( 169)( 225)

2
fR x x x xξ′′′

= − − −

1| (175) |R∴ ( ) (175 169)(175 225)
2

f ξ′′
= − − 300 ( ) 150 ( )

2
f fξ ξ′′ ′′= =

3
2

1 1 1( )
4 4*169*134

f ξ ξ
ξ ξ

−′′ = = ≤

1
150| (175) |

4*169*13
R ≤ .0 01706873008648=
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注：利用matlab的函数sqrt(175)，得

>> format long
>> sqrt(175)
ans =  13.22875655532295

2| (175) |R ( ) (175 144)(175 169)(175 225)
6

f ξ′′′
= − − −

9300 ( ) 4650 ( )
2

f fξ ξ′′′ ′′′= =

5
2

22

3 3 3( )
8 8*144 *128

f ξ ξ
ξ ξ

−′′′ = = ≤

2 2

4650* 3| (175) |
8*144 *12

R∴ ≤ 0.00700774016204=
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例：已知 ,分别利用 sin x 的2
3

3sin,
2

1
4sin,2

1
6sin === πππ

1次、2次 Lagrange 插值计算 sin 50°, 并估计误差。

解：
0x 1x 2x

18
550 0 π

=

n = 1 分别利用x0, x1 以及 x1, x2 计算

4
,

6 10
ππ

== xx�利用
1

/4 1 /6 1( )
/6 /4 2 /4 /6 2
x xP x π π

π π π π
− −

= × + ×
− −

这里 )3,6(,sin)(,sin)( )2( ππξξξ ∈−== xxxfxxf

而 )
4

)(
6

(
!2

)()(,
2
3sin

2
1 )2(

1
ππξξ −−=<< xxfxR x

x

00762.0)18
5(01319.0 1 −<<− πR sin 50° = 0.7660444…

外推 /* extrapolation */ 的实际误差 ≈ −0.01001

3,4 21
ππ == xx�利用 sin 50° ≈ 0.76008, 00660.0

18
5~00538.0 1 <⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛< πR

内插 /* interpolation */ 的实际误差 ≈ 0.00596

0
1

5sin 50 ( )
1

0.77614
8

P π
≈ ≈内插通常优于外推。选择
要计算的 x 所在的区间的
端点，插值效果较好。
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n = 2
2
3

))((
))((

2
1

))((
))((

2
1

))((
))((

)(
4363

46

3464

36

3646

34
2 ×

−−
−−

+×
−−
−−

+×
−−
−−

= ππππ

ππ

ππππ

ππ

ππππ

ππ xxxxxx
xL

2
3cos

2
1;)

3
)(

4
)(

6
(

!3
cos)(2 <<−−−

−
= x

x xxxxR ξπππξ

00077.018
500044.0 2 <⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛< πR sin 50° = 0.7660444…

2次插值的实际误差 ≈ 0.00061

高次插值通常优于
低次插值

但绝对不是次数越
高就越好，嘿

嘿……

0
2

5sin 50 ( )
1

0.76543
8

L π
≈ ≈
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When you start writing the program, 
you will find how easy it is to calculate 

the Lagrange polynomial.

Oh yeah?  What if I find 
the current interpolation 
not accurate enough?

Then you might want to take
more interpolating points into account.

Right.  Then all 
the Lagrange basis, li(x), 

will have to be re-calculated.
Excellent point !

We will come to discuss this problem
next time.
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)(xl j ∏
≠
= −

−
=

n

ji
i ij

i

xx
xx

0 )(
)( nj ,,2,1,0=

Lagrange插值多项式的插值基函数为

形式上太复杂,计算量很大,并且重复计算也很多。

§2  牛顿插值公式

对n+1个互不相同的插值节点，可以证明n+1个多项式：

0 0 1 0 1 11, , ( )( ), , ( )( ) ( )nx x x x x x x x x x x x −− − − − − −

是n次多项式空间的一个基，这个基也可以表成：

Newton插值法就是取这组基作为插值基函数！

0 0 1 1( ) 1, ( ) ( )( ) ( ), 1, 2, ,i ix x x x x x x x i nω ω −= = − − − =
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)())((
))(()()(

110

102010

−−−−+
+−−+−+=

nn xxxxxxa
xxxxaxxaaxP

具有如下形式设插值多项式 )(xP

nifxPxP ii ,,1,0,)()( ==应满足插值条件

000 )( afxP ==有

)()( 011011 xxaafxP −+==

00 fa =

01

01
1 xx

ffa
−
−

=

))(()()( 12022021022 xxxxaxxaafxP −−+−+==

12

01

01

02

02

2 xx
xx
ff

xx
ff

a
−

−
−

−
−
−

=
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一、差商及其基本性质

1. 定义1

称 1 0
0 1

1 0

( ) ( )
[ , ]

f x f x
f x x

x x
−

=
− 为函数 f (x)在 0 1,x x 点的一阶差商。

称 0 2 0 1
0 1 2

2 1

[ , ] [ , ]
[ , , ]

f x x f x x
f x x x

x x
−

=
− 为 f (x)在 0 1 2, ,x x x 点的

二阶差商。

称为函数f (x)在 点的n阶差商。0 1, , , nx x x

一般地，n－1阶差商的差商

如何简便的计算各阶差商呢



)(

)(

)(

)(

)(
)(

44

33

22

11

00

xfx

xfx

xfx

xfx

xfx
xfx kk 四阶差商三阶差商二阶差商一阶差商

2.差商的计算方法(差商表):

],[ 10 xxf

],[ 21 xxf

],[ 32 xxf

],[ 43 xxf

],,[ 210 xxxf

],,[ 321 xxxf

],,[ 432 xxxf

],,,[ 3210 xxxxf

],,,[ 4321 xxxxf

],,,[ 410 xxxf

规定函数值为零阶差商
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3.差商的性质

性质1  (差商的对称性)

0 1
0

[ , , , ] ( )
n

n k k
k

f x x x a f x
=

= ∑

0

1

( )
k n

k i
i
i k

a
x x

=
≠

=
−∏

其中

0 1 1 0[ , , , ] [ , , , ]n nf x x x f x x x= =

它表明差商与节点的排列次序无关
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由性质1可得

性质2 0 1

1 2 0 1 1

0

[ , , , ]
[ , , , ] [ , , , ]

n

n n

n

f x x x
f x x x f x x x

x x
−−

=
−

=……
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性质3     (差商与导数的关系)

( )

0 1
( )[ , , , ]
!

n

n
ff x x x

n
ξ

=

它表明: n 次多项式的
n 阶差商是一个常数

若f (x)在[a,b]上存在n阶导数，且节点x0, x1, …, 

xn∈ [a,b] ，则至少存在一点ξ∈ [a,b] ，使
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二、Newton插值多项式

)())((
))(()()(

110

102010

−−−−+
+−−+−+=

nn xxxxxxa
xxxxaxxaaxP

设插值多项式

满足插值条件 nifxP ii ,,1,0,)( ==

则待定系数为

0 1[ , , , ]n na f x x x=

00 0[ ]fa f x== 1 0 1
1 0

1 0

[ , ]
f f
x x

a f x x=
−

=
−

2 0 1 0

2 0 1 0

2
2

1

f f f f

a
x x x x

x x

− −
−

− −
= =

−
0 2 0 1

2 1
0 1 2

[ , ] [ ,
[ ]

]
, ,

f x x f x x
x

f x x x
x

=
−
−
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0 1 0 2 0 1

0 1 1−

= + − + − − +

+ − − −

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )

n

n n

N x a a x x a x x x x
a x x x x x x

1

0 0 1
1 0

−

= =

= + −∑ ∏[ , , , ] ( )
kn

k j
k j

f f x x x x x

称定义.

= −( ) ( ) ( )n nR x f x N x
1

11
ξ ω

+

+=
+

( ) ( ) ( )
( )!

n

n
f x

n

由插值多项式的唯一性,Newton基本插值公式的余项为

0 0 1
1

ω
=

= +∑ [ , , , ] ( )
n

k k
k

f f x x x x

1

0

−

=

= −∏( )
k

j
j

x xω ( )k x

为k次多项式

为 f (x) 关于节点 xi 处的n次Newton基本插值多项式。
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0 1[ , , , , ]kf x xx x

],,,,[ 110 −kxxxxf

则视为一个节点若将 ,),,1,0(, nixx i =≠

因此可得 00 0( ) [ , ]( )f x f f x x x x−= +

010 0 1 0 1( [ , ] [ ]( ), ), ()f f x x f x x xx xx x= − −+ +

0 10 00 1 0 1[ , ] [( ) (, , ] )( )f f x x f x x xx x xx x x− − −= + +

∏∑ ∏
==

−

=

−+−+=
n

j
jn

n

k

k

j
jk xxxxxxfxxxxxff

0
10

1

1

0
100 )(],,,,[)(],,,[

0 1 1 0 1[ , , , , ] [ , , , ]k

k

kf x x x f x xx
x x

x− −
=

−

)](,,,,[],,,[ 1010 kkk xxxxxxfxxxf −+=
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)(xRn
)(

)!1(
)(

1

)1(

x
n

f
n

n

+

+

+
= ωξ )(],,,,[ 110 xxxxxf nn += ω

0 1
0

[ , , , ,( )) ] (
n

n j
j

n f x x x x x xN x
=

= + −∏
( ) ( )n nN x R x= +

因此

)!1(
)()1(

+
=

+

n
f n ξ],,,,[ 10 nxxxxf

!
)()(

k
f k ξ

=],,,[ 10 kxxxf

Newton插值
估计误差的
重要公式

另外

1

0 0 1
1 0

[ , , , ] ( )
n k

k j
k j

f f x x x x x
−

= =

+ −= ∑ ∏ 0 1
0

[ , , , , ] ( )
n

n j
j

f x x x x x x
=

+ −∏
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所以

例1 已知函数值 求其牛顿插值多项式。( )
x

f x −
3 1 5 6
1 3 2 4

解 / /
/ /

−
−

3 1 2 3 8 7 40
1 3 5 4 3 20
5 2 2
6 4

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )p x x x x x x x= + − − − − + − − −
3 71 2 3 3 1 3 1 5
8 40
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例2 已知 f(x)=shx的数表 ，求二次Newton插值多项式，并

计算 f(0.6) 的近似值。

解Ⅰ 首先构造差商表

k xi f (xi ) 一阶差商 二阶差商

0 0.55 0.57815

1 0.65 0.69675

2 0.80 0.88811
1.18600

1.23984 0.35893

由此可得二次牛顿插值多项式

2 0 57815 1 18600 0 55
0 35893 0 55 0 65

= + × −

+ × − −

( ) . . ( . )
. ( . )( . )

p x x
x x

01

01
10

)()(],[
xx

xfxfxxf
−
−

=
18600.1

55.065.0
57815.069675.0

=
−
−=
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3(0.6) (0.6) 0.63655 0.00010 0.63665f P≈ = + =

Ⅱ 如果又给f (0.4)=0.41075，则

k xi f (xi ) 一阶差商 二阶差商 三阶差商

0 0.55 0.57815

1 0.65 0.69675

2 0.80 0.88811

3 0.40 0.41075

1.18600

1.23984 0.35893

1.11600 0.28000 0.19733

由此可得三次牛顿插值多项式
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Ⅲ 估计p3 (x)的截断误差

利用 f(x)=shx在某点如x=0.9的函数值 f(0.9) =1.02652
可得

0 1 2 3 4 0 03154=[ , , , , ] .f x x x x x

3 0 1 2 3 4 0 1 2 3≈ − − − −| ( ) | | [ , , , , ]( )( )( )( ) |R x f x x x x x x x x x x x x x

5
3 0 3154 10−≈ ×| ( ) | .故 R x

事实上，准确值=0.6366535……



CHINA UNIVERSITY OF MINING AND TECHNOLOGY

,,,,,,,)( 1010 nn yyybxxxaxf 处的函数值为在节点设 ≤≤

值函数上的具有一阶导数的插的在区间为设 ],[)()( baxfxP

处必须满足在节点即 nxxxxP ,,,)( 10

iii yxfxP == )()(

iii yxfxP ′=′=′ )()(

)(],[)()1( 一阶光滑度上具有一阶导数在若要求 baxP

ni ,,1,0=

ni ,,1,0=
--------(1)

§3  Hermite 插值

因此P(x)可以是最高次数为2n+1的多项式

2个节点就可以用3次多项式作为插值函数
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处必须满足在节点即 nxxxxP ,,,)( 10

iii yxfxP == )()(

iii yxfxP ′=′=′ )()(

iii yxfxP ′′=′′=′′ )()(

)()()( )()( m
ii

m
i

m yxfxP ==

ni ,,1,0= --------(2)

(2) 若要求P(x)在[a,b]上具有m阶导数(m阶光滑度)

定义1. 称满足(1)或(2)式的插值问题为Hermite插值，

称满足(1)或(2)式的插值多项式P(x)为Hermite插值多项

式，记为Hk(x)  , k为多项式次数。
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应满足插值条件)(3 xH

003 )( yxH = 113 )( yxH =

003 )( yxH ′=′ 113 )( yxH ′=′

希望插值系数与Lagrange插值一样简单，易推广

重新假设 )()()()()( 110011003 xyxyxyxyxH ββαα ′+′++=

2 3
3 0 1 2 3( )H x a a x a x a x= + + +可设 ,可用待定系数法求解。

( ) ( )i ix xα β和 是否可类似于 ？( )il x考虑：

它们满足什么条件？如何求解？

)()()()()( 110011003 xyxyxyxyxH ββαα ′′+′′+′+′=′

一、两点三次Hermite插值
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其中 1)( 00 =xα

0)( 00 =xβ 1)( 00 =′ xβ

0)( 10 =xα

0)( 01 =xα 1)( 11 =xα

0)( 10 =xβ

0)( 01 =xβ 0)( 11 =xβ

0)( 00 =′ xα 0)( 10 =′ xα

0)( 01 =′ xα 0)( 11 =′ xα

0)( 10 =′ xβ

0)( 01 =′ xβ 1)( 11 =′ xβ

可知 即可假设的二重零点是 ,)(01 xx α

)()()( 2
10 baxxxx +−=α

1)( 00 =xα 0)( 00 =′ xα由
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可得 3
10 )(

2
xx

a
−

−= 3
10

0
2

10 )(
2

)(
1

xx
x

xx
b

−
+

−
=

)()()( 2
10 baxxxx +−=α

2
1 )( xx −= ⎜⎜

⎝

⎛
−

− 3
10 )(

2
xx
x

⎟⎟
⎠

⎞
−

+
−

+ 3
10

0
2

10 )(
2

)(
1

xx
x

xx

2
10

2
1

)(
)(

xx
xx

−
−

= ⎟⎟
⎠

⎞
−

−
10

2
xx

x
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
10

021
xx

x

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+=
01

021
xx
xx

2

10

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

xx
xx

)())(21( 2
01 xlxl ⋅+=

Lagrange
插值基函数
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2
2 01

1 0 1
0 1 1 0

( ) (1 2 ( )) ( ) 1 2 x xx xx l x l x
x x x x

α
⎛ ⎞⎛ ⎞−−

= + ⋅ = +⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠

类似可得

( )
2

2 1
0 0 0 0

0 1

( ) ( ) ( ) x xx x x l x x x
x x

β
⎛ ⎞−

= − ⋅ = − ⎜ ⎟−⎝ ⎠

( )
2

2 0
1 1 1 1

1 0

( ) ( ) ( ) x xx x x l x x x
x x

β
⎛ ⎞−

= − ⋅ = − ⎜ ⎟−⎝ ⎠

2
2 0 1

0 1 0
1 0 0 1

( ) (1 2 ( )) ( ) 1 2 x x x xx l x l x
x x x x

α
⎛ ⎞⎛ ⎞− −

= + ⋅ = +⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠
即

将以上结果代入 )()()()()( 110011003 xyxyxyxyxH ββαα ′+′++=
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得两个节点的三次Hermite插值公式

)()()()()( 110011003 xyxyxyxyxH ββαα ′+′++=

( ) ( )
2 2

01
0 0 1 1

0 1 1 0

x xx xy x x y x x
x x x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−−′ ′+ − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2

0 01 1
0 1

1 0 0 1 0 1 1 0

1 2 1 2x x x xx x x xy y
x x x x x x x x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− −− −
= + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠



CHINA UNIVERSITY OF MINING AND TECHNOLOGY

Hermite标准化的三次 插值基函数

( ) ( )( ) ( ) ( )x x x x x x= + − = −2 2
0 11 2 1 1记 ， 则ϕ ϕ

( )
x x x x

x
x x h

⎛ ⎞− −⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠
0 0

0 0 0
1 0

α ϕ ϕ

( )
x x x x

x
x x h

⎛ ⎞− −⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠
1 1

1 0 0
1 0

α ϕ ϕ

( ) ( )
x x x x

x x x h
x x h

⎛ ⎞− −⎛ ⎞= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠
0 0

0 1 0 1 1
1 0

β ϕ ϕ

( ) ( )
x x x x

x x x h
x x h

⎛ ⎞− −⎛ ⎞= − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠
1 1

1 1 0 1 1
1 0

β ϕ ϕ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x xx x x x
h h h hH x y y y h hy− −− −′ ′∴ = + + −0 01 1

3 0 0 1 0 0 1 1 1ϕ ϕ ϕ ϕ

.h x x= −1 0其中

便
于
在
计
算
机
上
编
程
实
现
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三、两点三次Hermite插值的余项(P83 Th4)

二、Hermite插值多项式的存在唯一性(P82 Th3)

两点三次Hermite插值的余项为

(4)
2 2

3 3 0 1
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4!
fR x f x H x x x x xξ

≡ − = − −

0 1x xξ≤ ≤
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三、两点三次Hermite插值的余项

两点三次Hermite插值的误差为

)()()( 33 xHxfxR −=

0)()()( 33 =−= iii xHxfxR

0)()()( 33 =′−′=′ iii xHxfxR
1,0=i

因此可设的二重零点均为 ,)(, 310 xRxx
2

1
2

03 )())(()( xxxxxKxR −−=

待定其中 )(xK

二、Hermite插值多项式的存在唯一性(P82 Th3)
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2
1

2
03 )())(()()()( xtxtxKtHtft −−−−=ϕ

构造辅助函数

0)())(()()()( 2
1

2
03 =−−−−= xxxxxKxHxfx iiiiiϕ 1,0=i

0)())(()()()( 2
1

2
03 =−−−−= xxxxxKxHxfxϕ

均是
二重根

个零点至少有因此 5)(tϕ

连续使用4次Rolle定理，可得， ],[ 10 xx∈ξ至少存在一点

使得 0)()4( =ξϕ
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0)(!4)()( )4()4( =−= xKf ξξϕ即

!4
)()(

)4( ξfxK =

所以,两点三次Hermite插值的余项为

(4)
2 2

3 3 0 1
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4!
fR x f x H x x x x xξ

≡ − = − −

0 1x xξ≤ ≤
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例1.
1)2(,0)1(21)(
3)2(,2)1(21)(

−=′=′

==

ffxf
ffxf

处的导数值为，在节点

处的函数值为，在节点已知

.7.1,5.1)(,)( 处的函数值在及的两点三次插值多项式求 =xxfxf

解: 2,1 10 == xx 3,2 10 == yy 1,0 10 −=′=′ yy

)()()()()( 110011003 xyxyxyxyxH ββαα ′+′++=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

++
10

1
1 21

xx
xxy

2

01

0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

xx
xx

( )00 xxy −′+
2

10

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

xx
xx

2

01

0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

xx
xx( )11 xxy −′+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+=
01

0
0 21

xx
xxy

2

10

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

xx
xx
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( ))2(213 −−+ x ( )21−x

( )21−x( )2−− x

( ))1(212 −+= x ( )22−x)(3 xH

917133 23 +−+−= xxx

)5.1(f )5.1(3H≈ 625.2=

)7.1(f )7.1(3H≈ 931.2=
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思考题

3

3

3

( ) Hermite ( )
( )

( )
( ) ( )

4 3 2

1 2 3
2 4 12

3

3

y f x
x
y
y
f x H x

H x

f x x ax bx cx d
H x f x

′

= + + + +

   已知 = ( )的数据如下表：

            

1. 利用基函数方法，求 的三次 插值多项式 ；

2. 写出 的插值余项表达式，并证明结论；

. 假设 为四次多项式，分析一下

   能否利用 的插值余项求出 的准确表达式？

   若能，请求出它。
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例3. ]5,5[,
1
1)( 2 −∈
+

= x
x

xf设函数

ni
n

hihxnn i ,,1,0,10,51]5,5[ ==+−=+− 个节点等份取将

插值多项式次的作试就 Lagrangenxfn )(10,8,6,4,2=

并作图比较.

解: 21
1)(

i
ii x

xfy
+

==

插值多项式次作 Lagrangen

∑ ∏
=

≠
= ⎥

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

⋅
+

=
n

j

n

ji
i ij

i

j
n xx

xx
x

xL
0 0

2 )(
)(

1
1)( 10,8,6,4,2=n
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%lagrangen.m
function y=lagrangen(x0,y0,x)
n=length(x0);m=length(x);
for i=1:m

z=x(i);s=0;
for k=1:n

L=1;
for j=1:n

if j~=k
L=L*(z-x0(j))/(x0(k)-x0(j));

end
end
s=s+L*y0(k);

end
y(i)=s;

end
y; 

Lagrange插值多项式
求插值的Matlab程序.
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%Chazhibijiao.m
x=-5:0.1:5;z=0*x;y=1./(1+x.^2);
plot(x,z,'k',x,y,'r')
axis([-5 5 -1.5 2]);pause,hold on
for n=2:2:10

x0=linspace(-5,5,n+1);   y0=1./(1+x0.^2);
x=-5:0.1:5; y1=lagrangen(x0,y0,x);
plot(x,y1), pause

end
y2=1./(1+x0.^2);y=interp1(x0,y2,x);
plot (x,y,'k'),hold off
gtext('n=2'),gtext('n=4'),gtext('n=6')
gtext('n=8'),gtext('n=10')
gtext('f(x)=1/(1+x^2)')

比较不同的插值多项式次数对插值的影响
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f(x)=1/(1+x2)
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2

n=2

n=4

n=6

n=8

n=10

f(x)=1/(1+x2)

不同次数的Lagrange插值多项式的比较图

n 越大，
端点附近抖动
越大，称为
Runge 现象
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结果表明,并不是插值多项式的次数越高,插值效果
越好,精度也不一定是随次数的提高而升高,这种现
象在上个世纪初由Runge发现,故称为Runge现象.
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从上节可知,如果插值多项式的次数过高，可能
产生Runge现象，因此，在构造插值多项式时常采用
分段插值的方法。

一、分段线性Lagrange插值

,ix设插值节点为 niyi ,,1,0, =函数值为

],[,, 11 ++ kkkk xxxx 形成一个插值区间任取两个相邻的节点

1,,2,1,0,1 −=−= + nixxh iii ii
hh max=

1. 分段线性插值的构造

§4  分段多项式插值

构造Lagrange线性插值
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( )
1 1 1( ) ( ) ( )k

k k k kP x y l x y l x+ += +

1

1

+

+

−
−

=
kk

k
k xx

xxy
kk

k
k xx

xxy
−
−

+
+

+
1

1

1,,1,0 −= nk

1( )P x =

(0)
1 0 1

(1)
1 1 2

( 1)
1 1

( )
( )

( )n
n n

P x x x x
P x x x x

P x x x x−
−

⎧ ≤ <
⎪ ≤ <⎪
⎨
⎪
⎪ ≤ ≤⎩

显然 1( )iP x = niyi ,,1,0, =

--------(1)

--------(2)

我们称由(1)(2)式构成的插值多项式 为
分段线性Lagrange插值多项式

1( )P x
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为插值点设 *xx =

1* +≤≤ kk xxx若

1* ( *)y P x= ( )
1 ( *)kP x=

1

1*
+

+

−
−

=
kk

k
k xx

xxy
kk

k
k xx

xxy
−
−

+
+

+
1

1
*

0* xx ≤若

1* ( *)y P x=取 (0)
1 ( *)P x=

10

1
0
*

xx
xxy

−
−

=
01

0
1
*

xx
xxy

−
−

+

nxx ≥*若

1* ( *)y P x=取 ( 1)
1 ( *)nP x−=

nn

n
n xx

xxy
−
−

=
−

−
1

1
*

1

1*
−

−

−
−

+
nn

n
n xx

xxy

内插

外插

外插
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11( )y P x=

的一条折线

实际上是连接点

ni
yx kk

,,1,0
,),(

=

也称折线插值,如右图

曲线的光滑性较差

在节点处有尖点

但如果增加节点的数量

减小步长,会改善插值效果

10
lim ( )
h

P x
→

)(xf=

上连续在若 ],[)( baxf因此

则

的图像
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)(
)!1(

)(
1

)1(

x
n

f
n

n

+

+

+
= ωξ

由第二节定理1可知,n次Lagrange插值多项式的余项为

)()()( xPxfxR nn −=

的余项为那么分段线性插值 )(1 xL

1 1( ) ( ) ( )R x f x P x= − ( )
1( ) ( )kf x P x= −

))((
2
)(

1+−−
′′

= kk xxxxf ξ
有关与且 xxxx kk ξξ ],,[, 1+∈

|)(| 1 xR |))((|max|)(|max
2
1

1+≤≤≤≤
−−⋅′′⋅≤ kk

k
bxabxa

xxxxxf

2
2 4
1

2
1 hM ⋅⋅≤ 2

28
1 hM=

2. 分段线性插值的误差估计
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二、分段二次Lagrange插值

分段线性插值的光滑性较差,且精度不高

因此,当节点较多时,可根据情况构造分段二次插值

,ix设插值节点为 niyi ,,1,0, =函数值为

为插值区间以任取三个相邻节点 ],[,,, 1111 +−+− kkkkk xxxxx

构造Lagrange二次插值

( )
2 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )k

k k k k k kP x y l x y l x y l x− − + += + + 1,,2,1 −= nk

1,,2,1,0,1 −=−= + nixxh iii ii
hh max=

1. 分段二次插值的构造
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))((
))((
111

1
1

+−−

+
− −−

−−
=

kkkk

kk
k xxxx

xxxxy

1,,2,1 −= nk

( )
2 ( )kP x

))((
))((
11

11

+−

+−

−−
−−

+
kkkk

kk
k xxxx

xxxxy

))((
))((

111

1
1

kkkk

kk
k xxxx

xxxxy
−−

−−
+

+−+

−
+

上式称为分段二次Lagrange插值

],[*,* 1+∈ kk xxxx 且为插值点若

显然,插值区间 ],[],[ 211 ++− kkkk xxxx 和 *x都包含

( )
2* ( *)ky P x=那么 ( 1)

2* ( *)ky P x+=还是
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一般

则更接近且若 ,*,* 1 kkk xxxxx +≤≤
( )

2* ( *)ky P x=

则更接近且若 ,*,* 11 ++≤≤ kkk xxxxx

( 1)
2* ( *)ky P x+=

1,,2,1 −= nk

则含若 ),*(* 01 xxxx ≤≤

2,,1,0 −= nk

(1)
2* ( *)y P x=

则含若 ),*(* 1 nn xxxx ≥≥ −

( 1)
2* ( *)ny P x−=

0* * nx x x x≤ ≥和 时使用的方法是外插
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*x *x *x *x *x *x

0x 1x 2−kx 1−kx kx 1+kx 1−nx nx

*x

(1)
2 ( *)P x

( 1)
2

kP − ( )
2

kP ( 1)
2

kP + ( 1)
2 ( *)nP x−

外插

内 插

外插
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)(
)!1(

)(
1

)1(

x
n

f
n

n

+

+

+
= ωξ)()()( xPxfxR nn −=

的余项为那么分段二次插值 )(2 xL

2 2( ) ( ) ( )R x f x P x= − ( )
2( ) ( )kf x P x= −

))()((
6
)(

11 +− −−−
′′′

= kkk xxxxxxf ξ
有关与且 x

xxx kk

ξ
ξ ],,[, 11 +−∈

|)(| 2 xR |))()((|max|)(|max
6
1

11
11

+−≤≤≤≤
−−−⋅′′′⋅≤

+−
kkk

k
xxxbxa

xxxxxxxf
kk

3
3

3
27

M h≤

2. 分段二次插值的误差估计

由于
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，次插值

用分段线性、二处的近似值在求

)
(1.1,98.0,75.0,42.0,36.0)( =xxf

18885.187335.069675.057815.041075.030163.0
05.180.065.055.040.030.0
543210

i

i

y
x
i

在各节点处的数据为设 )(xf例:

( )
1 ( )kP x

1

1

+

+

−
−

=
kk

k
k xx

xxy
kk

k
k xx

xxy
−
−

+
+

+
1

1

解: (1). 分段线性Lagrange插值的公式为

1,,1,0 −= nk
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(0)
1 (0.36)P 4.03.0

4.036.030163.0
−
−

=
3.04.0
3.036.041075.0

−
−

+

36711.0=

(1)
1 (0.42)P 55.04.0

55.042.041075.0
−
−

=
4.055.0
4.042.057815.0

−
−

+

43307.0=

(3)
1 (0.75)P 81448.0=
(4)

1 (0.98)P 10051.1=

(4)
1 (1.1)P

05.18.0
05.11.187335.0

−
−

=
8.005.1
8.01.118885.1

−
−

+

25195.1=

≈)36.0(f

≈)42.0(f

≈)75.0(f

≈)98.0(f

≈)1.1(f

同理
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))((
))((
111

1
1

+−−

+
− −−

−−
=

kkkk

kk
k xxxx

xxxxy

1,,2,1 −= nk

( )
2 ( )kP x ))((

))((
11

11

+−

+−

−−
−−

+
kkkk

kk
k xxxx

xxxxy

))((
))((

111

1
1

kkkk

kk
k xxxx

xxxxy
−−

−−
+

+−+

−
+

(2). 分段二次Lagrange插值的公式为

36686.0=

))((
)36.0)(36.0(

2010

21
0 xxxx

xxy
−−
−−

=(1)
2 (0.36)P

))((
)36.0)(36.0(

2101

20
1 xxxx

xxy
−−
−−

+
))((
)36.0)(36.0(

1202

10
2 xxxx

xxy
−−
−−

+

≈)36.0(f
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43281.0=

))((
)42.0)(42.0(

2010

21
0 xxxx

xxy
−−
−−

=(1)
2 (0.42)P

))((
)42.0)(42.0(

2101

20
1 xxxx

xxy
−−
−−

+

))((
)42.0)(42.0(

1202

10
2 xxxx

xxy
−−
−−

+

81343.0=

))((
)75.0)(75.0(

5343

54
3 xxxx

xxy
−−
−−

=(4)
2 (0.75)P ))((

)75.0)(75.0(
5454

53
4 xxxx

xxy
−−
−−

+

))((
)75.0)(75.0(

4535

43
5 xxxx

xxy
−−
−−

+

≈)42.0(f

≈)75.0(f

≈)98.0(f ≈)1.1(f09784.1=(4)
2 (0.98)P 25513.1=(4)

2 (1.1)P
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四、分段两点三次Hermite插值

niyxbaxf ii ,,1,0,],[)( =上的函数值为上的节点在设函数

niyx ii ,,1,0, =′上的导数值为在节点

1,,1,0,, 1 −=+ nkxx kk对任意两个相邻的节点

可构造两点三次Hermite插值多项式

)()()()()( )(
11

)(
0

)(
11

)(
0

)(
3 xyxyxyxyxH k

k
k

k
k

k
k

k
k ββαα ++ ′+′++=

],[ 1+∈ kk xxx 1,,1,0 −= nk

插值基函数为Hermitexxxx kkkk )(),(),(),( )(
1

)(
0

)(
1

)(
0 ββαα
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( ) 1
0

1 1

( ) 1 2k k k

k k k k

x x x xx
x x x x

α +

+ +

⎛ ⎞⎛ ⎞− −
= +⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠

2
( ) 1
1

1 1

( ) 1 2k k k

k k k k

x x x xx
x x x x

α +

+ +

⎛ ⎞⎛ ⎞− −
= +⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠

( )
2

( ) 1
0

1

( )k k
k

k k

x xx x x
x x

β +

+

⎛ ⎞−
= − ⎜ ⎟−⎝ ⎠

( )
2

( )
1 1

1

( )k k
k

k k

x xx x x
x x

β +
+

⎛ ⎞−
= − ⎜ ⎟−⎝ ⎠

其中

我们称 1,,1,0,)()( )(
33 −== nkxHxH k

为分段三次Hermite插值多项式，其余项为

])()(
!4
)([max)(max)( 2

1
2

)4(

10

)(
3103 +−≤≤−≤≤

−−=≤ kknk

k

nk
xxxxfxRxR ξ

2
1

2

10

4 )()(max
!4 1

+

−≤≤
≤≤

−−=
+

kk
nk

xxx
xxxxM

kk
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4

3 4384
( ) hR x M≤即

例：构造函数 上等距数表，应如

何选取步长h，才能使(1)分段线性插值，(2)分段三

次Hermite插值的误差不超过

1( ) 1 20f x x
x

= ≤ ≤在

61 10
4

−×
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分段低次Lagrange插值的特点

计算较容易 可以解决Runge现象

但插值多项式分段 插值曲线在节点处会出现尖点

插值多项式在节点处不可导
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�样条由来
§4.5 三次样条插值

许多工程技术中提出的计算问题对插值函数的光滑性有较高要求,

如飞机的机翼外形,内燃机的进、排气的凸轮曲线，都要求曲线有较高

的光滑程度，不仅要求连续，而且要求连续的曲率，即二阶导数连续。

这就导致了样条插值的产生。

所谓样条(Spline)本来是工程设计中使用的一种绘图工具，它是

富有弹性的细木条或细金属条。绘图员利用它把已知点连接成一条光滑

曲线，并使连接点处有连续的曲率。

1946年,Schoenberg将样条引入数学。
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, , , ( )na x x x b S x≤ ≤0 1设 ,如果函数 满足：

( ) [ , ] ( ) ( ) [ , ]a b S x S x C a b∈ 22 2在 上 具有 阶连续导数，即

( ) [ , ] ( )k kx x S x+ ≤11 在每个小区间 上， 都是次数 3的多项式；

( ) [ , ]S x a b则称 为区间 上的三次样条函数。

( ) ( ) ( ) [ , ]S x S x S x a b′ ′′⇔ 、 、 在区间 上都连续。

一 样条函数

由一些具有某些连续性条件的子区间上的分段多项式构成。

1 三次样条函数

, [ , ]
( ) [ ]

, [ , ]
x x

S x
x x

⎧ − ∈ −
= −⎨

− ∈⎩

3

3

1 1 0
1 1

3 1 0 1
如， 为 ，上的三次样条函数。
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( ) , , , nf x x x x0 1如果 在节点 处的函数值为

( ) , , , ,j jf x y j n= = 0 1

( )S x而三次样条函数 满足

( ) , , , ,j jS x y j n= = 0 1

( ) ( ) [ , ]S x f x a b则称 为 在 上 三次样条插的 值函数。

2 三次样条插值函数
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( ) , ( , , ),( )

, [ , ]
( )

( ) (

, [ , ]

( ) )[ ]

i i

xf x a b if x

a x a x a x a x
s x

b x b x b x b x

x sf s

−
=

−

⎧ + + + ∈ −
= ⎨

+

′′ ′′−

+ + ∈⎩
− = =

3 2
3 2 1 0

3 2
3 2 1 0

1 0 1
1 2 31 2 1

1 0
0 1

1 1 1 1 0

已知 的数据：    ，试确定系数 使

成为 在 ，上满足条件 的三次插值函数。

解

( ) ( )s f= =0 0 2：

( ) ( )s f= = −1 1 1：

( ) ( )1 1 1s f− = − = ： ( )a a a a− + − + −=3 2 1 0 1 1
( , )a b= = −0 0 2 2 3

( )b b b b+ + + = − −3 2 1 0 1 4

, ( , )
( )

, ( , )
a x a x a x

s x
b x b x b x

⎧ + + ∈ −
′ = ⎨

+ + ∈⎩

2
3 2 1

2
3 2 1

3 2 1 0
3 2 0 1

( ) ( )s s′ ′− = +0 0 0 0 ： ( )a b= −1 1 5

� 一个例子
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( )s′′ − =1 0：

( )s′′ =1 0：

( )a a− + −=3 22 0 76

( )b b −+ =3 26 0 82

(1)-(联立 8),解得：

, , , , , , ,a a a a b b b b= = − = − = − = = − = − =0 1 2 3 0 1 2 32 1 3 1 2 1 3 1

, [ , ]
( )

, [ , ]
x x x x

s x
x x x x

⎧− − − + ∈ −
∴ = ⎨

− − + ∈⎩

3 2

3 2

3 2 1 0
3 2 0 1

( ) ( )s s′′ ′′− = +0 0 0 0 ：

, ( , )
( )

, ( , )
a x a x

s x
b x b x

+ ∈ −⎧
′′ = ⎨ + ∈⎩

3 2

3 2

6 2 1 0
6 2 0 1

( )a b −=2 22 2 6

( ) , ( , , ),( )

, [ , ]
( )

( ) (

, [ , ]

( ) )[ ]

i i

xf x a b if x

a x a x a x a x
s x

b x b x b x b x

x sf s

−
=

−

⎧ + + + ∈ −
= ⎨

+

′′ ′′−

+ + ∈⎩
− = =

3 2
3 2 1 0

3 2
3 2 1 0

1 0 1
1 2 31 2 1

1 0
0 1

1 1 1 1 0

已知 的数据：    ，试确定系数 使

成为 在 ，上满足条件 的三次插值函数。
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3 边界条件

第一类(一阶)边界条件

第二类(二阶)边界条件

第三类(周期)边界条件

0 0( )S x m′ = ( )n nS x m′ =

0 0( )S x M′′ = ( )n nS x M′′ =

0

( ) ( )
0 1lim ( ) lim ( )

n

p p
nx x x x

S x S x
+ − −

→ →
=

0,1,2p =
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二 求样条函数的三弯距法

( )s x   设出 在各节点的二阶导数值，即�.

( )j js x M′′ = ( 0,1, , )j n=

1[ , ] ( ) )

( )

(j j j

j

x x s x s

s x

x− =

′′

  考虑区间 ，在此区间上， 是三次多项式，

故 为线性函数，且

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )j j j j j j j js x s x M s x s x M− − −′′ ′′ ′′ ′′= = = =，

( )js x′′利用线性插值公式，即可得 的表达式：

1
1 1( ) j j

j j j j j j
j j

x x x x
s x M M h x x

h h
−

− −

− −
′′ = + = − ，
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1

1( ) j j
j j j

j j

x x x x
s x M M

h h
−

−

− −
′′ = +

( )js x积分两次后即可得 的表达式：

3 3
1

1 1 2

( ) ( )
( )

6 6
j j

j j j
j j

x x x x
s x M M c x c

h h
−

−

− −
= + + +

1 1

1 2

( ) ( ),j j j j j js x y s x y

c c
− −= =将插值条件 代入可确定积分常数

和 ，整理上式得：

0 1, , , ( )nM M M s x只需确定 即可给出 的表达式。

3 3
1

1

2 2
1 1

1

( ) ( )
( )

6 6

( ) ( )
6 6

j j
j j j

j j

j j j j j j
j j

j j

x x x x
s x M M

h h

M h x x M h x x
y y

h h

−
−

− −
−

− −
= +

− −
+ − + −



( ) ( ) ( )j js x s x s x− +′ ′=各个节点处的一阶导数存在 ，即有

1( ) ( )j j j js x s x− +
+′ ′=

( )js x对 求导得：

2 2
1 1 1

1

( ) ( )
( )

2 2 6
j j j j j j

j j j j
j j j

x x x x y y M M
s x M M h

h h h
− − −

−

− − − −
′ = − + + −

1 1 1 1
1 1

1

( ) ( )
2 6 2 6

j j j j j j j j
j j j j j j

j j

h h y y h h y y
M M M M M M

h h
− + + +

− +
+

− −
− − + = − − − +

即：

1 1j j jM M M− +整理后得关于 、 和 的方程：

1 12 ( 1,2, , 1)j j j j j j jM M M d nμ λ− ++ + = = − 

三弯距方程

1

1
1 , , n

n
n M M
−

+

共 个方程，附加边界条件，补充两个方程后，即可

确定 个未知量 。
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1 1

1 1

6 j j j j
j

j j j j

y y y y
d

h h h h
+ −

+ +

⎡ ⎤− −
= −⎢ ⎥

+ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

1

1 1

, 1j j
j i j j

j j j j

h h
h h h h

μ λ μ λ+

+ +

= = + =
+ +

( 1,2, , 1)j n= −

其中：
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0 0( ) , ( )n ns x y s x y′ ′ ′ ′= =第一类边界条件：   �.

( )js x直接代入 的一阶函数表达式，即得：

( )0 1 1 0 1 0 1 02 6 ( ) /M M y y h y h d′+ = − − ≡

( )1 12 6 ( ) /n n n n n n n nM M y y y h h d− −′+ = − − ≡

1 1n n− +与前面的 个方程联立得 阶线性方程组：

0 0

1 11 1

1 11 1

2 1
2

2
1 2

n nn n

n n

M d
M d

M d
M d

μ λ

μ λ − −− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

系数矩阵严
格对角占优,
故可逆,方程
组有唯一解.
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0 0

0 0

( ) , ( )
,

n n

n n

S x y S x y
M y M y

′′ ′′ ′′ ′′= =
′′ ′′= =

 

  直接

第二类边界条件：

可得

�

1 1n n− −前面方程中只含 个未知量，即可得 阶

线性方程组：

1 1 1 1 0

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1

2
2

2
2

n n n n

n n n n n

M d y
M d

M d
M d y

λ μ
μ λ

μ λ
μ λ

− − − −

− − − −

′′−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

′′⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

系数矩阵 ，方程组严格对角占优 存在唯一解。
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0 0

0 1 1

( ) ( ), ( ) ( )
, 2

n n

n n n n n n

S x S x S x S x
M M M M M dλ μ −

′ ′ ′′ ′′= =

= + + =

第三类边界条件： 

  可得

�

( )
1 1 1

1 0 1 1 1

( ) , ( )

6 ( ) ( ) ( )
n n n n n

n n n n n

h h h h h h

d y y h y y h h h

λ μ

−

= + = +

= − − − +

其中

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2
2

2
2

n n n n

n n n n

M d
M d

M d
M d

λ μ
μ λ

μ λ
λ μ

− − − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

系数矩阵严
格对角占优,
故可逆,方程
组有唯一解.

1 -1n n−与前面的 个方程联立得 阶线性方程组
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( )j jS x y=综上所述，满足插值条件 和某一类边界条件

   的三次样条函数存在且唯一！

� 

具体计算过程� 

( )j jS x y=根据插值条件 和给定的边界条件列出相应

  的方程组；

0 1, , , ;nM M M解出该方程组的解

0 1, , , ( )

( )
n jM M M S x

S x

将 代入 的表达式，写出三次样条

  函数 在整个插值区间上的分段表达式。
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1

1

k
k

k k

h
h h

λ +

+

=
+

由 ，
1

k
k

k k

h
h h

μ
+

=
+

1例 对给定的节点和函数值：

0( ) ( ) 0
( ), (3)

nS x S x
S x f

′′ ′′= =求满足自然边界条件 的三次样条

插值函数 并求 的近似值。

0 1 2 3
1 2 4 5

( ) 1 3 4 2
k

k

k
x

f x

解 1 kλ= −

得 1
2
3

λ = 2
1
3

λ = 1
1
3

μ = 2
2
3

μ =

1 1

1 1

6 ( )k k k k
k

k k k k

y y y y
d

h h h h
+ −

+ +

− −
= −

+

1,2k =

1 3d = − 2 5d = −
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1

2

2 2 / 3 3
2 / 3 2 15

M
M

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

代入方程组：

0 1 2 3
3 90, , , 0
4 4

M M M M= = − = − =解方程组得：

所以，

3 2

3 2

3 2

1 3 7 1 1 2
8 8 4
1 3 7( ) 1 2 4
8 8 4

3 45 103 33 4 5
8 8 4

x x x x

S x x x x x

x x x x

⎧− + + − ≤ ≤⎪
⎪
⎪= − + + − ≤ ≤⎨
⎪
⎪ − + − ≤ ≤⎪⎩

17(3) (3)
4

f S≈ =
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( )S x注：关于 的表达式，需写成如下形式：�

3 2
0 1 1 1 2 1 3( ) ( ) ( ) ( )j j j jS x a x x a x x a x x a− − −= − + − + − +

Matlab spline中三次样条插值函数 输出的多项式就是

按上面的格式输出的！

3 3 2 2
1 1 1

1 1

( ) ( )
( ) ( ) ( )

6 6 6 6
j j j j j j j j

j j j j j
j j j j

x x x x M h x x M h x x
s x M M y y

h h h h
− − −

− −

− − − −
= + + − + −

1 1 1 13 2
1 1 1 1

( 2 )
( ) ( ) ( ) ( )( )

6 2 6
j j j j j j j j

j j j j j
j j

M M M y y M M h
s x x x x x x x y

h h
− − − −

− − − −

− − +
= − + − + − − +

1j j jx x h−= +
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 Matlab三 插值函数

yh = interp1(x,y,xh)� ( )f x一维线性插值

x y
xh

n n为插值节点( 维向量), 为函数值( 维向量),

为插值点(可以是向量)

yh = interp1(x,y,xh, )method� ( )f x一维线性插值

nearest line' ' ' ' 'ar spline' pchip' '可指定插值方法: ， ， ， 。

省确为线性插值 spline调用 函数 pchip调用 函数

interp 2 interp 3 interpn( ) ( ) ( )
Matlab help

n二维 三维 维

 具

、

体用法查看 的 。

、

文挡

�
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yh = spline(x,y,xh)� 三次样条插值

x y
xh

mn × n为节点( 维向量), 为函数值(可以是 维矩阵),

为插值点(可以是向量)

pp = spline(x,y)�

pp unmkpp返回一个结构类型的数据 ，需用 函数解开。

[breaks,coefs,nploys,ncofs,dim]=unmkpp(pp)

节

点 s (x)i

i是个矩阵，第 行

为 的系数。 n
多项式

个数

每个多项式

的系数个数

m维数



CHINA UNIVERSITY OF MINING AND TECHNOLOGY

边界条件的选取�

not-a-kn( )otx y若 与 的长度相等，则边界条件为：

0 1 1( ) ( ), ( ) ( )n nf x f x f x f x−′′′ ′′′ ′′′ ′′′= =

2y x若 的长度比 长 ，则边界条件为：

0( ) (1), ( ) ( 2)nf x y f x y n′ ′= = + 0 min( ), max( )nx x x x= =

0 0[ ( ), ( ), , ( ), ( )]n ny f x f x f x f x′ ′=即：

yh = ppval(pp,xh)�

pp=spline(x,y);
yh=ppval(pp,xh)

yh=spline(x,y,xh);
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pp = csape(x,y,conds)�

Matl
spline toolb

a
ox

b可以指定各种 的边界条件 三次样条插值函数，是

中的函数。

conds的取值：

'complete'：第一类边界条件(省确边界条件)

0( ) (1), ( ) ( 2)nf x y f x y n′ ′= = +

'periodic'：周期(第三类)边界条件

'second'：第二类边界条件

'variational'：自然边界条件

'not-a-knot'：非扭结

help csa更详细的用法： /pe doc csape
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x = -4:4;
y = [0 .15 1.12 2.36 2.36 1.46 .49 .06 0];
cs = spline(x,[0 y 0]);  %y比x多两个元素!
xx = linspace(-4,4,101);%将[-4,4]划分成100等份，以便作
出样条插值多项式的图形!
plot(x,y,‘o’,xx,ppval(cs,xx),‘-’);%作样条插值多项式的图形

4 3 2 1 0 1 2 3 4
0 0.15 1.12 2.36 2.36 1.46 0.49 0.06 0
0 0

x
y
y

− − − −

′

Matlab用 函数求三次样条的一个例子�

如下代码求解上述样条问题：

'cs'是一注： 个结构变量。



0.2034 0.0534

-0.0903 +0.5569 +0.5034 0.1500
................................................................
-0.0633 +0.1867 -0.1833 0.0600

3 2
0 0

3 2
1 1 1

3 2
8 8 8

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

x x x x

x x x x x x
S x

x x x x x x

⎧ − − −
⎪

− − − +⎪= ⎨
⎪
⎪ − − − +⎩

>> cs
cs = 

form: 'pp'
breaks: [-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4]
coefs: [8x4 double]
pieces: 8
order: 4
dim: 1

>> cs.coefs
ans =

0.2034   -0.0534         0         0
-0.0903    0.5569    0.5034    0.150
-0.3921    0.2859    1.3462    1.1200
0.1488   -0.8904    0.7417    2.3600
0.1370   -0.4441   -0.5929    2.3600
0.1332   -0.0331   -1.0701    1.4600
-0.0600    0.3666   -0.7366    0.4900
-0.0633    0.1867   -0.1833    0.0600

'cs'结构变量 为：

对应的三次样条插值多项式表达式：
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对应的三次样条插值多项式图形：
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1、 用基函数方法求满足下列条件的四次插值多项式 
x  -1 0 1 
y  0 2 0 
y′  4  0 

 

    2.设      以 nxxxx ,,,, 210 为节点的插值基函数，问

?)(
0

是否成立kk
i

n

i
i xxxl ≡∑

=

k=0,1, … ,n+1

( )il x

课堂练习
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例 3   已知 )(xf 的数表( )(xf 是多项式)，求 )(xf 的最

高次数及最高次数的系数.

   x 0    1    2    3     4     5

)(xf -7   -4     5    26   65    128

k kx )( kxf 一阶差商 二阶差商 三阶差商

0 0 -7

1 1 -4 3

2 2 5 9 3

3 3 26 21 6 1

4 4 65 39 9 1

5 5 128 63 12 1
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课后作业:

1、复习思考题:
1、2、5、6

2、习题四：1、3、4、6、15、17


