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习题课（二） 
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重要内容回顾 

2. 不定式的极限.  

1. 柯西中值定理； 
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补充例题 
例1 ( ) [ , ] ( 0)f x a b b a> >设 在 上连续，

2 2
( ) ( ) ( )

2
f f b f a

b a
η
η
′ −

=
−

证 

( , )a b在 上可

导， 证明 , ( , ),a bξ η∃ ∈ 使得 
( ) ( )( ) .

2
b a ff ηξ

η
′+′ =

使得 

( )b a+

再根据拉格朗日中值定理， 

观察等式两边， 2( )g x x=令 ，根据柯西中值定理， 

( )b a+ ( ) ( ) .f b f a
b a
−

=
−

( ) ( )= .
2

b a f η
η
′+( ) ( )( ) f b f af

b a
ξ −′ =

−

( , )a bη∃ ∈ ，

( , )a bξ∃ ∈ ，即可得 
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例2 0 , ( , ),a b a bξ< < ∈设 则存在 使得

证 注意到 
e e
( )

b aa b
a b
−
−

得到 

e e (1 )e ( ).b aa b a bξξ− = − −

e e
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=令 [ , ]a b在 上用柯西中值定理,
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例3 

解 
1( 1)x xx x x x −− = −

求 
1

lim .
ln 1

x

x

x x
x x→

−
− +

1 1

( 1)lnlim lim
ln 1 ln 1

x

x x

x x x x
x x x x→ →

− −
∴ =

− + − +

先对分子进行处理， 
( 1)ln(e 1)x xx −= −

( 1)ln ( 1)x x x x− →

( 1)ln ( 1),x x x− →

1

1ln
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x
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+
=
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例4 ( ) [ , ]f x a b设 在 上二阶可导.

证 

证明 ( , ),a bξ∃ ∈

先将等式变形为 
使得 21

2 4( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ).a bf b f f a b a f ξ+ ′′− + = −

令 2
2( ) ( ) 2 ( ) ( ), ( ) ( ) ,a xF x f x f f a G x x a+= − + = −

2
2

( ) 2 ( ) ( )( ) .
4 ( )

a bf b f f af
b a

ξ +− +′′
=

−

( ), ( )F x G x则 在          上满足柯西中值定理条件， [ , ]a b 且 
( ) ( ) 0.F a G a= = 1 ( , ),a bξ∃ ∈于是 使得 

2
2

( ) 2 ( ) ( ) ( )
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1
2 1( , ) ( , ),a a bξξ ξ+∃ ∈ ⊂ 使得 

1
1 2

1

( ) ( )
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ξξ
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1
2 1( ) [ , ]af x ξ ξ+′又 在 上满足拉格朗日定理条件，故 
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例5 

证 

3 πtan , 0 .
3 2
xx x x> + < <

不等式可以化为 3

3

tan π1, 0 .
2x

x x
x

> < <
+

π
2( ), ( ) [0, ] (0 )f x g x t t< <在 上满足柯西定理条件，

故取 

利用柯西中值定理证明不等式， 

3
( ) ,

3
xg x x= +

π
2(0, ) (0 )x xξ∃ ∈ < < ，

1.>

因此 

( ) tan ,f x x=

使得 

3
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x
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−
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2
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π
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