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CH5 曲线拟合和函数逼近

§1 最小二乘原理和多项式拟合

§2 一般最小二乘拟合

§3 正交多项式曲线拟合

§4 最佳平方逼近
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给出一组离散点，确定一个函数逼近原函数，插值是的一种手段。

但在实际问题中，数据不可避免的会有误差，插值函数会将这些误差也

包括在内。因此，我们需要一种新的逼近原函数的手段：

①不要求过所有的点（可以减小误差影响）；

②尽可能表现数据的趋势，靠近这些点。

如：5个风景点，要修一条公路主干道S使得S为直线，且到所有风景点

的距离和最小，而不要求公路通过所有的风景点。
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实例：考察某种纤维的强度与其拉伸倍数的关系,下表是实

际测定的24个纤维样品的强度与相应的拉伸倍数的记录:

§1  最小二乘法

编
号

拉伸
倍数(x) 强度(y)

编
号

拉伸倍
数(x) 强度(y)

编
号

拉伸倍
数(x)

强度
(y)

1 1.9 1.4 9 5 5.5 17 4 4

2 2 1.3 10 5.2 5 18 4 3.5

3 2.1 1.8 11 6 5.5 19 4.5 4.2

4 2.5 2.5 12 6.3 6.4 20 4.6 3.5

5 2.7 2.8 13 6.5 6 21 8.9 8.5

6 2.7 2.5 14 7.1 5.3 22 9 8

7 3.5 3 15 8 6.5 23 9.5 8.1

8 3.5 2.7 26 8 7 24 10 8.1
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9纤维强度随拉伸倍

数增加而增加，并

且24个点大致分布

在一条直线附近，

因此可以认为强度

y与拉伸倍数x的主

要关系应是线性关

系。

xxy 10)( ββ += 为待定参数其中 10 ,ββ---------(1)
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找一种度量标准来衡量什么曲线最接近所有数据点

一、最小二乘法原理

iii yxy −= )(δ令

一般使用

∑
=

=
m

i
i

0

22
2 δδ

在回归分析中称为残差

∑
=

−=
m

i
ii yxy

0

2))((

准偏离程度大小的度量标与数据点作为衡量 ),()( ii yxxy

称为平方误差

从而确定(1)中的待定系数，求解y(x)。
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( )y S x=

Φ来自函数类其中 )(xS 来自线性函数类中如 )()1( xy

( , )( 0,1, , )i ix y i m= "

),,1,0)(( nixi "=Φ ϕ的基函数为设函数类 mn ≤一般要求

0 1{ ( ), ( ), , ( )}nspan x x xϕ ϕ ϕΦ = "

2 2
2

0

m

i
i

δ δ
=

= ∑ 2

0
( ( ) )

m

i i
i

S x y
=

= −∑仍然定义平方误差

0 0 1 1( ) ( ) ( ) ( )n nS x a x a x a xϕ ϕ ϕ= + +" ∈Φ

二、线性最小二乘拟合

⒈ 基本思想

给定 ，设x,y的关系为
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= ∑称满足条件(2)的求函数 的方法为

线性最小二乘拟合。

称为最小二乘解的最小偏差。
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⒉ 法方程组
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的函数为拟合系数 ),,1,0( nja j "=

可知

因此可假设

),,,( 10 naaa "ψ ∑ ∑
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因此求最小二乘解转化为

二次函数

0 1 0 1( , , , ) , , ,n na a a a a aψ ∗ ∗ ∗" "求 的最小值点 的问题
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由多元函数取极值的必要条件
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元线性方程组的是一个关于显然 1,,,)4( 10 +naaa n"

引入记号 ))(,),(),(( 10 mrrr xxx ϕϕϕ "=rϕ

),,,( 10 myyy "y =K

)()(),(
0

ij

m

i
ikjk xx ϕϕϕϕ ∑

=

=

则由内积的概念可知

0
( , ) ( )

m

k k i i
i

y x yϕ ϕ
=

= ∑G

---------(5)

---------(6)

),( jk ϕϕ ),( kj ϕϕ=显然内积满足交换律
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方程组(4)便可化为

),(),(),(),( 1100 faaa knknkk ϕϕϕϕϕϕϕ =+++ "

nk ,,1,0 "= ---------(7)

的线性方程组常数项为这是一个系数为 ),(),,( fkjk ϕϕϕ

将其表示成矩阵形式
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记 0 0 1 0 0

0 1 1 1 1

1
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则(8)可表示为 T TG G a G y=
G G

0 1 0 1( , , , ) , ( , , , )T T
n na a a a y y y y= =

G G" "

法方程组,,,
)(,),(),()8(

10
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上的在点

式为函数序列称

m
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"
" ϕϕϕ
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( ) ( ) ( )T TR G R G R G G= =

利用线性代数知识易证关于矩阵的秩成立：

( ) ( , )T T TR G G R G G G y≤

又由关于秩的不等式得：

从而 ( ) ( , )T T TR G G R G G G y=

( )( ), ( )T TR G G y R G= ≤ ( )TR G G=

T TG Ga G y=1、法方程组 一定有解！

( ) ( , )T T TR G G R G G G y=

几点备注：

证明：即证
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T TG Ga G y=2 设法方程组 的解为 ( , , , ) 1
0 1

G " T n
na a a a R∗ ∗ ∗ ∗ += ∈

则函数 * * **( ) ( ) ( ) ( )n ns x a x a x a xϕ ϕ ϕ= + + +0 0 1 1 " 就是最小二乘解！
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2

GQ Ga y= − =

na R +∈ 1因此最小二乘问题等价为：求 ，使得

,1G
又因为对 na R +∀ ∈ G G Ga a c∗= +
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因此 ( * ) *Ga y G a c y Ga y Gc− = + − = − +2 2 2

2 2 2

* ( * )T TGa y c G Ga y Gc= − + − +2 2

2 22

( ) ( )* *TGa y Gc Ga y Gc= − + − +

( )* * )T T TGa y c G Ga G y Gc= − + − +2 2

2 22

* *Ga y Gc Ga y= − + ≥ −2 2 2

2 2 2

即： ( )( )
n

i i
i

a Q s x y∗

=

= −∑ 2

0
法方程组的解 使得 达到最小！

3 最小二乘解的唯一性
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T T T T T

x x x G

G G G Ga G y a G G G y

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
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=
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1

" "0 1   当 线性无关时，则矩阵 列满秩

此时 可逆，法方程 有唯一解：

最小二乘问题有唯一解！
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( ) ( ) ( , )( 0,1, , )n i iS x P x x y i m= = "
⒊ 最小二乘多项式拟合
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用多项式 作为

的拟合函数，它的基函数为
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则最小二乘多项式拟合的法方程组为

0 0 0
0

2 1
1

0 0 0 0

1 2

0 0 0 0

1
m m m

n
i i i

i i i

m m m m
n

i i i i i
i i i i

nm m m m
n n n n
i i i i i

i i i i

m x x y
a
ax x x y x

a
x x x y x

= = =

+

= = = =

+

= = = =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

"

"
#

# # # #

"

--------------- (9)



CHINA UNIVERSITY OF MINING AND TECHNOLOGY

最小二乘拟合多项式的存在唯一性

0 1, , mx x x…定理1 设点 互异，则法方程组(9)的解存

在且唯一。

定理2 设 是法方程组(9)的，则( 0,1, )ka k n= "

0
( )

n
k

n k
k

P x a x
=

= ∑ 是最小二乘拟合多项式，即

2 2

0 0 0 0
[ ] [ ] ,

m n m n
k k

k i i k i i k
i k i k

a x y b x y b R
= = = =

− ≤ − ∀ ∈∑ ∑ ∑ ∑
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例1. 回到本节开始的实例，从散点图可以看出

纤维强度和拉伸倍数之间近似与线性关系

xaaxy 10)( +=

故可选取线性函数

为拟合函数，其基函数为

1)(0 =xϕ xx =)(1ϕ

建立法方程组

根据内积公式，可得



C H I N A  U N I V E R S I T Y  O F  M I N I N G  A N D  T E C H N O L O G Y

24),( 00 =ϕϕ 5.127),( 10 =ϕϕ 61.829),( 11 =ϕϕ

0( , ) 113.1yϕ =
G

1( , ) 731.6yϕ =
G

法 方 程 组 为

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

61.8295.127
5.12724

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1

0

a
a

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 6.731

1.113

1505.00 =a

即为所求的最小二乘解xxy 8587.01505.0)(* +=

8587.01 =a解得

2* 5.6615 2.3794δ = =最小偏差为



CHINA UNIVERSITY OF MINING AND TECHNOLOGY
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拟合曲线与散点
的关系如下图:
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例2. 求拟合下列数据的最小二乘解

x = . 2 4  . 6 5  . 9 5  1 . 2 4  1 . 7 3  2 . 0 1  2 . 2 3  2 . 5 2  2 . 7 7  2 . 9 9

y=.23 - . 2 6  - 1 . 1 0  -. 4 5  . 2 7  . 1 0  -.29 .24.56 1

解: 从数据的散点图可以看出

xcexbxaxS ++= cosln)(

xex =)(2ϕxx ln)(0 =ϕ xx cos)(1 =ϕ

6 . 7 9 4 1   -5.3475    63.2589
-5.3475   5.1084   -49.0086
63.2589 -49.0086  1002.5 ⎟⎟

⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ 1.6163
-2.3827
26.7728 ⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

通过计算,得法方程组的系数矩阵及常数项矩阵为
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用Gauss列主元消去法,得 =
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

c
b
a -1.0410

-1.2613
0.030735⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

xexxxS 030735.0cos2613.1ln0410.1)(* +−−=

的最小二乘解是关于xy

2*δ 2

0
( * ( ) )

m

i i
i

S x y
=

= −∑

2

0
( 1.0410ln 1.2613cos 0.030735 )i

m
x

i i i
i

x x e y
=

= − − + −∑

0.92557 0.9621= =

拟合的最小偏差为
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例3. 求拟合下列数据的最小二乘解(用二次多项式)
x=   -2    -1    0    1     2
y=    0    -2    -1    1    2

练习

解得最小二乘拟合为：

P x x x27 1( ) 1
10 2

= − + +
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三、非线性最小二乘拟合

思想：非线性——线性化

例如 对拟合函数

两边取对数

/b xy ae=

/ln ln ln lnb x by a e a x= + = +

ln , lny y a a= =

1/x x=

y a bx= +
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例4. 在某化学反应里,测得生成物浓度y%与时间t的
数据如下，试建立y关于t的经验公式

t=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16
y=4.00, 6.40, 8.00, 8.80, 9.22, 9.50, 9.70, 9.86, 10.00,

10.20,10.32,10.42,10.50,10.55,10.58,10.60

解: 的散点图与浓度画出时间 yt

具有图示的图形的曲线很多，本题特提供两种形式

t
b

aey =指数函数形式

bat
ty
+

=双曲线形式

都是待定系数其中 ba,

t
bay 1lnln +=

t
ba

y
11

+=
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t
b

aey =指数函数形式).1(

t
bay 1lnln +=两边取对数,得

aa
t

tyy ln,1,ln =′=′=′设

tbay ′+′=′得 即为拟合函数

基函数为 ,1)(0 =′tϕ tt ′=′)(1ϕ

4.48072, 1.0567a b′ = − = −解法方程组得 0.011325a =

ty e最小二乘解
1.0567

0.011325
−

=
2

1 2
* 0.11631δ =平方误差为
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bat
ty
+

=双曲线形式).2(

t
ba

y
11

+=

16272.0080174.0 == ba

用最小二乘法得

即 16272.0080174.0 +
=

t
ty

5621.1* 222 =δ

无论从图形还是从平方误差考虑，在本例中指数函
数拟合比双曲线拟合要好。
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平方误差为
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四、利用最小二乘原理求解矛盾方程组(不相容)

例如 求不相容方程组 1 2

1 2

1 2

1 2

1
2

2 2 3
3 4

x x
x x

x x
x x

− =⎧
⎪ − + =⎪
⎨ − =⎪
⎪− + =⎩
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1

19.1 25.0 30.1 36.0 40.0 45.1 80.0
76.30 77.80 79.25 80.80 82.35 83.90 85.10

t R R t

t
R

例  测得温度 和铜导线电阻 的关系数据表，试确定 和 的近似表达式.

         

解 Matlab利用 作图：

0 1R a a t= +

所以 ( ) , ( )0 11t t tϕ ϕ= =

x=[19.1,25.0,30.1,36.0,40.0,45.1,80.0]
y=[76.30,77.80,79.25,80.80,82.35,83.90,85.10]
plot(x,y,'*')

,R t易见 之间存在线性关系
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.

.

.
( , ) .

.

.

.

0 1

1 19 1
1 25 0
1 30 1
1 36 0
1 40 0
1 45 1
1 50 0

G ϕ ϕ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

.

.

.

.

.

.

76 30
77 80
79 25
80 80
82 35
83 90
85 10

R

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 19.1 1 19.1
1 25.0 1 25.0
1 30.1 1 30.1
1 36.0 1 36.0
1 40.0 1 40.0
1 45.1 1 45.1
1 50.0 1 50.0

T

TG G

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

法方程组 T TG Ga G R= 0

1

7 245.3 565.5
245.3 9325.83 20029.445

a
a

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⇔ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

解得 0 170.572, 0.291a a= =

所以 70.572 0.291R t= +

19.1 25.0 30.1 36.0 40.0 45.1 80.0
76.30 77.80 79.25 80.80 82.35 83.90 85.10

t
R

( )
( )

0

1

1t
t t

ϕ
ϕ

=

=
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1 3 4 5 6 7 8 9 10
10 5 4 2 1 1 2 3 4

x
y

2例  已知一组实验数据如下，求它的拟合曲线.

      

解

可见它近似为一条抛物线.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
Matlab利用 作图:

x=[1,3,4,5,6,7,8,9,10]
y=[10,5,4,2,1,1,2,3,4]
plot(x,y,'*')

,2
0 1 2y a a x a x= + +设 则

( ) , ( ) , ( ) 2
0 1 21x x x x xϕ ϕ ϕ= = =
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( , , ) ,0 1 2

1 1 1 10
1 3 9 5
1 4 16 4
1 5 25 2
1 6 36 1
1 7 49 1
1 8 64 2
1 9 81 3
1 10 100 4

G yϕ ϕ ϕ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

T TG Ga G y=由法方程组: ，解得

0 1 213.45966, 3.60531 0.26757a a a= = − =，

所以

32
147
1025

TG y
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

9 53 381
53 381 3017
381 3017 25317

TG G
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

213.45966 3.60531 0.26757y x x= − +
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Matlab中多项式曲线拟合命令

x=[1,3,4,5,6,7,8,9,10];
y=[10,5,4,2,1,1,2,3,4];
n=2;
p= (x,y,n);
xi=linspace(1,10);
yi=polyval(p,xi);
plot(x,y,'*',xi,yi

polyfit

,'r');

运行结果：

=0.2676 3.6053 +13.4597)2y x x−(

p =   0.2676   -3.6053   13.4597

%拟合数据

%拟合多项式的次数

%拟合多项式
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3 1968Tentax

2.70 2.00 1.61 1.20 1.02
48 67 83 108 126

1 cos
.

pr
e

r

p

e p e

ϕ

ϕ
=

−

D D D D D

   例  对彗星 的移动在某个极坐标系下的观察数据如下

             

假设忽略来自行星的干扰，坐标应满足 ，其中 为参数，

为偏心率.试用最小二乘法拟合 和 ，并给出平方误差

解 本问题是非线性曲线拟合【 】

cos1 1 e
r p

r p e
p

ϕ= −由于 关于 和 是非线性的，变形为 ，可得下表数据

1 0.370370 0.500000 0.621118 0.833333 0.980392

cos 0.669131 0.390731 0.121869 0.309017 0.587785

y
r

t ϕ

=

= − −

,1 ea b y a bt
p p

= = − = +记 得拟合模型：

. , .0 688617 0 483880a b= = −解法方程组得:

. , . ,1 1 452186 0 702684p e bp
a

= = = − =所以
.

. cos
1 452186

1 0 702684
r

ϕ
=

−

( )( ) .
4 22

0
0 002262j j

j
r rδ ϕ

=

= − =∑

平方误差:
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§3 正交多项式
曲线拟合
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一、函数的最佳逼近

)}(,),(),({ 10 xxxspan nϕϕϕ "=Φ

给定 线性无关0 1( ), ( ), , ( ) [ , ]ϕ ϕ ϕ ∈" nx x x C a b

对 在Φ中找 使得( ) [ , ]∈f x C a b ( )xϕ∗

( ) ( ) min ( ) ( )f x x x f xϕ ϕ∗− = −

称 为 在[a, b]上的最佳逼近函数。( )∗P x ( )f x

例如 ( ) ( ) max ( ) ( ) min
a x b

f x x f x xϕ ϕ∗

∞ ≤ ≤
− = − =

2

2
( ) ( ) [ ( ) ( )] min

b

a
f x x f x x dxϕ ϕ∗− = − =∫

§4 最佳平方逼近
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( )ρ∫
b n

a
x x dx

预备知识：连续函数空间C [a,b]

1) 定义1 设在区间[a,b]上的非负函数ρ(x)满足：

⑴ 存在 ( 0,1, )= "n

( ) 0ρ >∫
b

a
x dx⑵

则称ρ(x)为[a,b]上的权函数(权)。

1. 函数的内积
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2)内积的性质

( ) ( , ) , ( , ) ;1 0 0 0f f f f f≥ = ⇔ =且

( ) ( , ) ( , );f g g f=2

( ) ( , ) ( , ) ( , );f f g f g f g+ = +1 2 1 23

( ) ( , ) ( , ) .kf g k f g k R= ∈4 ，其中

( , ) ( ) ( ) ( )ρ= ∫
b

a
f g x f x g x dx

定义2 设 是[a,b]上的权函数，则

积分 称为函数 f (x),g(x)在[a,b]

( ), ( ) [ , ], ( )ρ∈f x g x C a b x

上以ρ(x)为权函数的内积。定义了内积运算的连续函数

空间称为内积空间。
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( ) ( ) ( ) 0
b

a
x f x g x dxρ =∫

定义3 如果f(x), g(x)∈C [a, b]，且满足：

0 1{ ( ), ( ), ( ), }kx x xϕ ϕ ϕ" "
则称f(x)与g(x)在[a, b]上关于权ρ(x)正交；

0,
( ) ( ) ( )

0,
b

j ka
k

j k
x x x dx

A j k
ρ ϕ ϕ

≠⎧
= ⎨ > =⎩

∫
则称 是[a, b]上带权ρ(x)的正交函数族；

若[a, b]上的连续函数系 满足

{ ( )}k xϕ

2.  正交函数族
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0 1{ ( ), ( ), ( ), }kx x xϕ ϕ ϕ" "

0,
( ) ( ) ( )

0,
b

j ka
k

j k
x x x dx

A j k
ρ ϕ ϕ

≠⎧
= ⎨ > =⎩

∫
则称 是[a, b]上带权ρ(x)的正交函数族；

若[a, b]上的连续函数系 满足

{ ( )}k xϕ

1kA ≡

( )k xϕ 是首项次数不为零的k次多项式时，

时， 为标准正交函数族；{ ( )}k xϕ

{ ( )}k xϕ

为[a, b]上带权ρ(x)的正交多项式系。

如：1，cosx，sinx，cos2x，sin2x，…，connx，
sinnx，… 是[-π ,π ]的正交函数族！
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正交多项式的性质

(1) 区间[a,b]上关于权ρ(x)的n次正交多项式与任意

次数小于n的多项式在[a,b]上带权ρ(x) 正交；

(2) 区间[a,b]上的n次正交多项式有n个互异的实零

点，且全在[a,b]内。
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[ , ]

[ , ]

[ , ],

, , [ , ]

[ , ]

R

1 0 0 0

2

3

C a b

f f f f C a b

f f f C a b R

f g f g f g C a b

C a b

α α α

+⋅

≥ = ⇔ = ∀ ∈

= ∀ ∈ ∀ ∈

+ ≤ + ∀ ∈

⋅

      设 是线性空间 到非负实数 上的一个映射，如果满足：

（） ，且 ， ；

（ ） ， ；

（ ）

则称 为 上的范数。

1）定义

2）常用范数 max ( )

( , )

( ) d

2

1

2

1

a x b

b

a

f f x

f f f

f f x x

∞ ≤ ≤
= − −

= − −

∞

= − −∫

范数或最大值范数；

范数或欧式范数；

范数.

3）勾股定理

( ) ( ) ( , ) 2 2 20f x g x f g f g f g= + = +如果 与 正交，即 ，则 。

[ , ]C a b4) 中的距离

(, [ , , ) ( , , )] ,1 2d f g f gf g C a b f gα α= −∈ = ∞设 ，称 为 之间的距离.

3. 函数的范数
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, , }nx" " 正交化得到的多项式称为Legendre多项式

当区间为[－1,1]，权函数ρ(x) ≡1时，由

(1785年引进的)，1814年Rodrigul给出了简单表达式。

4. 勒让德(Legendre)多项式

2{1, , ,x x

21( ) [( 1) ] ( 1, 2, )
2 !

n
n

n n n

dP x x n
n dx

= ⋅ − = "

2

1 (2 )![2 (2 1) ( 1)]
2 ! 2 ( !)n n n

na n n n
n n

= − + ="其首项系数

0 ( ) 1P x =
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21( ) [( 1) ] ( 1, 2, )
2 !

n
n

n n n

dP x x n
n dx

= ⋅ − = "

2

1 (2 )![2 (2 1) ( 1)]
2 ! 2 ( !)n n n

na n n n
n n

= − + ="

性质1 (正交性)

其首项系数

1

1

0 , ,
( ) ( ) 2 , .

2 1
m n

m n
P x P x dx

m n
n

−

≠⎧
⎪= ⎨

=⎪ +⎩
∫

0 ( ) 1P x =
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0 ( ) 1P x =

性质2 (奇偶性) ( ) ( 1) ( )n
n nP x P x− = −

性质3 (三项递推关系)

1( )P x x=

1 1
1( ) [(2 1) ( ) ( )] ( 1, 2, )

1n n nP x n xP x nP x n
n+ −= + − =
+

"

则可得 2
2

1( ) (3 1)
2

P x x= − 3
3

1( ) (5 3 )
2

P x x x= −

4 2
4

1 (35 30 3)
8

P x x= − + 5 3
5

1 (63 70 15 )
8

P x x x= − +

6 4 2
6

1 (231 315 105 5)
16

P x x x= − + −
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性质4 对任意首项系数为1的n次多项式 f (x)，
Legendre 多项式满足：

21 12 2

1 1

2 ( !)[ ( )] ( )
(2 )!

n

n
n P x dx f x dx
n− −

≤∫ ∫

性质5 在[-1,1]上有n 个不同的实零点。

即与零的平方误差最小

( )nP x
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( ) 3 22 2 1f x x x x= + − −

解 * ( )P x设 为所求多项式，则

*

( )
[ ( ) ( )] min [ ( ) ( )]

2

1 12 2
2 21 1P x H

f x P x dx f x P x dx
− −∈

− = −∫ ∫

*[ ( ) ( )] ( )2 3
1 2
2 5

f x P x P x− =

其中 ( )
3

3
5 3

2
x xP x −

=

所以 * ( ) ( ) ( ) 2
2 3

4 4 1
5 5

P x f x P x x x= − = − −

例1 求 在[-1,1]上二次最佳平方逼近

多项式。

由性质4 ，应有
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5. 切比雪夫(Chebyshev)多项式

2{1, , , , , }nx x x" " 正交化后的多项式称为Chebyshev

当区间为[－1,1]，权函数为 时,由

多项式。它可以表示为

2

1( )
1

x
x

ρ =
−

( ) cos( arccos ), | | 1 ( 0,1, 2, )nT x n x x n= ≤ = "

cos ( ) cos , 0nx T x nθ θ θ π= = ≤ ≤若令 ，则

性质1 (正交性)

{ ( )}nT x 在[-1,1]上带权 正交，且2

1( )
1

x
x

ρ =
−
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1

21

0 , ,
( ) ( ) , 0,

21
, 0.

m n

n m
T x T x dx n m

x
n m

π

π
−

≠⎧
⎪⎪= = ≠⎨

− ⎪
= =⎪⎩

∫

cos sin ,x dxθ θ= = −若令 ，则 于是

1

21 0

0 , ,
( ) ( ) cos cos , 0,

21
, 0.

π πθ θ θ

π
−

≠⎧
⎪⎪= = = ≠⎨

− ⎪
= =⎪⎩

∫ ∫m n

n m
T x T x dx n m d n m

x
n m
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0 ( ) 1T x =

性质2 (三项递推关系)

1( )T x x=

1 1( ) 2 ( ) ( ) ( 1, 2, )n n nT x xT x T x n+ −= − = "

由三角恒等式

2
2 ( ) 2 1T x x= −

3
3 4 3T x x= −

4 2
4 8 8 1T x x= − +

cos( 1) 2cos cos cos( 1)n n nθ θ θ θ+ = − −

cosx θ=令 ，即可得

5 3
5 16 20 5T x x x= − +

6 4 2
6 32 48 18 1T x x x= − + −

7 5 3
7 64 112 56 7T x x x x= − + −

8 6 4
8

2

128 256 160

32 1

T x x x

x

= − +

− +

0 ( ) 1T x = 1( )T x x=
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性质3 Tn (x)对零的偏差最小

1

1 ( )
2 nn T x−

在区间[-1,1]上所有首项系数为1的n次多项式中，

与零的偏差最小，且偏差为 1

1
2n−

性质4 Tn (x)在区间[-1,1]上有n个零点

k
kx k n

n
π−⎛ ⎞= =⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 1cos , 1, 2, ,
2

"

( ) 3 22 2 1f x x x x= + − −例2 求 在[-1,1]上的最佳一

致逼近多项式。
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( ) ( )

*

*

( )

( ) ( ) min ( ) ( )

( ) ( ) ( ) min ( ) ( ) ( )
b b

a ax

f x x f x x

x f x x dx x f x x dx

ϕ

ϕ

ϕ ϕ

ρ ϕ ρ ϕ

∈Φ

∈Φ

− = −

− = −∫ ∫

2 2

22

2 2

即

二、函数的最佳平方逼近

1.  最佳平方逼近函数的求法

问题：求 ，满足*( )xϕ ∈Φ

( )xϕ∗
称 是 f (x)的最佳平方逼近。

* *( ) { }jx aϕ假设 存在，考察 应满足必要条件

( ) ( )
0

n

j j
j

x a xϕ ϕ
=

= ∈Φ∑对 ，令
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[ ]( , , , ) ( ) ( ( ) ( ))
22

0 1 2"
b

n a
Q a a a f x f x x dxϕ ρ ϕ= − = −∫

( , , , )0 0 1"
i

Q i n
a
∂

= =
∂

由多元函数取得极值的必要 知：条件

即 ( ) ( ) ( ) ( ) ( , , , )
0

2 0 0 1"
nb

j j ia
ji

Q x f x a x x dx i n
a

ρ ϕ ϕ
=

⎡ ⎤∂
= − − = =⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

∑∫

即 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

nb b

i j j ia a
j

x f x x dx x a x x dxρ ϕ ρ ϕ ϕ
=

= ⋅∑∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( , , , )
0

0 1"
n b

j i ja
j

x x x dx a i nρ ϕ ϕ
=

= ⋅ =∑∫

内积形式： ( , ) ( , ) ( , , , )
0

0 1"
n

i j j i
j

a f i nϕ ϕ ϕ
=

⋅ = =∑
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0

0 1"
n

i j j i
j

a f i nϕ ϕ ϕ
=

⋅ = =∑

( ) ( ) jx f x aϕ因此，若 若是 的最佳平方逼近，则 应满足：

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

0 0 0 1 0 0 0

1 0 1 1 1 1 1

0 1

"
"

# # # # #
"

n

n

n n n n n n

a f
a f

a f

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

--法方程组!
* ( , , , , )0 1 2"iGa d a i n= =记作： ，从中解出

则 * *( ) ( )
0

n

i i
i

x a xϕ ϕ
=

= ∑

*( ) ( )
22

2 2
0

n

j j
j

x a x f fϕ ϕ ϕ ϕ
=

∀ = ∈Φ − ≥ −∑对 ，都有定理



* ( , , , , )0 1 2"ia i n Ga d= =因为 是 的解，即

*( , ) ( , )( , , , )
0

0 1"
n

i j j i
j

f i naϕ ϕ ϕ
=

=⋅ =∑
* * * ( ,( , ) ( , ) ( , ) ) ,( ,, )0 0 1 1 0 1" "i i i n n i na a f iaϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ + =+ =

*( , ) ( , )( , , , )0 1"i i i nfϕ ϕ ϕ ==
* (( , ) , , , )0 10 "i if nϕ ϕ =− =

*f ϕ− ⊥ Φ

⇔

⇔

⇔

⇔

* *( ) ( )
0

n

j j j
j

a a xϕ ϕ ϕ
=

− = − ∈Φ∑而 ， * *( , ) 0f ϕ ϕ ϕ− − =所以

所以 * * *2 2 22

2 2 2 2
f f fϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− = − + − ≥ −

*( ) ( )
22

2 2
0

n

j j
j

x a x f fϕ ϕ ϕ ϕ
=

∀ = ∈Φ − ≥ −∑对 ，都有

因为 ( , )2

2f f fϕ ϕ ϕ− = − − * * * *( , )f fϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − + − − + −
* * * * * *( , ) ( , ) ( , )2f f fϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − − + − − + − −

*ϕ

f

Φ

{ ( ), , ( )}0Span " nx xϕ ϕΦ =

下面证明
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* * *( , )f f fδ ϕ ϕ ϕ= − = − −
22

2 2

2δ均方误差：

平方误差

* * *( , ) ( , )f f fϕ ϕ ϕ= − − −

*( , )i if a fϕ= −∑2

2

*( , ) ( , )f f f ϕ= −
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( ) [ , ] { , , , , }, ( )20 1 1 1" nf x C span x x x xρ∈ Φ = =设 ，取 ，则

( , )
1

0

1
1

i j
i j x dx

i j
ϕ ϕ += =

+ +∫
( , )/ / ( )
( , )/ / / ( )

( , )/ ( ) / ( ) / ( )

0 0

1 1

1 1 2 1 1
1 2 1 3 1 2

1 1 1 1 1 2 1

"
K "K

# ## # #
" n n

a fn
a fn

Ga d

a fn n n

ϕ
ϕ

ϕ

+ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥+ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= ⇔ =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

所以

, ( ) .0 1 " n
i n na P x a a x a x= + + +解出 代入

2.  最佳多项式平方逼近

(1)

(2) 当 ( ) [ , ]，f x C a b∈ ( )令x b a t a= − +
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( ) xf x e=例3 求 在[-1,1]上的一次最佳平方逼近多

项式。



解 ( ) , ( )0 11x x xϕ ϕ= =

( , ) ln( ) .
1 2

0 0 0

1 21 1 2 1 1478
2 2

d f x dxϕ= = + = + + =∫

( , ) ( ) . .
1 2

1 1 0

11 2 2 1 0 6 95
3

d f x x dxϕ= = + = − =∫

由
.
.

0

1

11 1 1472
1 1 0 609
2 3

a
a

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎣ ⎦⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

解得 . , .0 10 9348 0 4269a a= =

所以 * ( ) . .1 0 9343 0 4269P x x= +

( )2 2
0 0 1 12 2f a d a dδ = − +平方误差

( ) ( . * . . * . )
1 2

0
1 0 9348 1 147 0 4269 0 609x dx= + − +∫

. 47 1293 10−= ×

( ) 21f x x= +例4 求 在[0,1]上的一次最佳平方逼近多项式。



( ) cos [0 1]f x xπ=例2 求 在 ，上的最佳一次平方逼近多项式。

解 [ ( ) 1 ]xρ ≡ 的情形

0 1( ) 1, ( ) , {1, }.x x x H span xϕ ϕ= = =取

∴ 1

0 0 0
( , ) 1 1dxϕ ϕ = =∫

1

0 1 0

1( , )
2

xdxϕ ϕ = =∫
1 2

1 1 0

1( , )
3

x dxϕ ϕ = =∫

1

0 0
( , ) cos 0f xdxϕ π= =∫

1

1 20

2( , ) cosf x xdxϕ π
π

= = −∫

∴法方程组为：
0

2
1

1 1 / 2 0
1 / 2 1 / 3 2 /

a
a π

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

解得： 0 1.2159,a = 1 2.4317a = −

( ) cos [0 1]f x xπ∴ = 在 ，上的最佳一次平方逼近多项式为

( ) 1.2159 2.4317p x x= −

( ) ( )3 25f x x P x a bx= = +例3 求 在[0,1]上形如 最佳平方逼近多项式.
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3.  用正交多项式作最佳平方逼近

0 0 0 1 0 0 0

1 0 1 1 1 1 1

0 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , )( , ) ( , ) ( , )

n

n

n nn n n n

a f
a f

a f

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⇔ =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

"
"

# #""""
"

[ , ] { ( ), ( ), , ( )}0 11 1 " nx x xϕ ϕ ϕ−在 上选取勒让德多项式 为基函数，则

Ga d=法方程组

0 0 0 0

1 1 1 1

( , ) ( , )
( , ) ( , )

( , ) ( , )n n n n

a f
a f

a f

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⇔ =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

% # #

2

( ) ( ) ( )
( , )
( , )

( ) ( )

b

k
k a

k b
k k

k
a

x f x x dx
f

a
x x dx

ρ ϕ
ϕ
ϕ ϕ

ρ ϕ
∴ = =

∫

∫
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( ) xf x e=例5 求 在[-1,1]上的一次和三次最佳平方

逼近多项式。



( ) [ , ] .0 1xf x e−=例5 求 在 上的二次最佳平方逼近多项式

解 ( ) ( )
1 1
2 21 1 2 1

2 2
t

x t t x f x F t e
+

= + = − =令 ，即 ，代入 得：

( ) , ( ) , ( )
2

0 1 2
3 11

2
tp x p t t p t −

= = =

( , )
.

( , )

110 2 2
0 1

0 0

1 1 7183
2

tF p
a e dt

p p
+

−
= = =∫

( , )
.

( , )

111 2 2
1 1

1 1

3 0 8452
2

tF p
a te dt

p p
+

−
= = =∫

( ) . . .
2

2
2 0 1 2

3 1 0 2098 0 8452 1 6483
2

tp t a a t a t t−
∴ = + + ⋅ = + +

( , )
.

( , )

1212 2 2
2 1

2 2

1 3 1 0 1399
2 2

tF p ta e dt
p p

+

−

−
= = =∫

( )( ) ( )
2

2 0 1 2
3 2 1 12 1

2
xp x a a x a − −

= + − + ⋅

. ( ) . ( ) .20 2098 2 1 0 8452 2 1 1 6483x x= − + − +

( ) [ , ],

( )1 1
2 2

f
b a b ax t

x a b

t− +
=

∈

+ − ≤ ≤

一般区间上 则令
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课后作业:

1、复习思考题:
1、2、3

2、习题五(128页)
1、2(1)、3、４、９、10


