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重要内容回顾 

2. 带有皮亚诺型余项的泰勒公式 

1. 泰勒公式，马克劳林公式 

3. 带有拉格朗日型余项的泰勒公式 

4. 泰勒公式在近似计算中的应用 
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补充例题 
例1 

解 

4( ) e ln(1 )xf x x x= +求 展开到 的带有佩亚诺余

项的麦克劳林公式.
2 3

3e 1 ( )
2! 3!

x x xx o x
 

= + + + + 
 

2 3 4
4( )

2 3 4
x x xx o x

 
⋅ − + − + 
 

2 3 4

2 3 4
x x xx= − + −

3 4

2 4
x x

+ −

3 4
2

2 3
x xx+ − +

4
4( )

6
x o x+ +

ln(1 )x+
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注意 每个函数展开到哪一项是由一个函数的最高次 
项和另一个函数的最低次项的乘积决定， 使得相乘后 

的次数 ≤ 需要展开的次数. 

2 3
3e 1 ( )

2! 3!
x x xx o x

 
= + + + + 
 

2 3 4
4ln(1 ) ( )

2 3 4
x x xx x o x

 
+ = − + − + 

 

比如上一例，展开次数是4次， 所以 

2 3
4( ).

2 3
x xx o x= + + +
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例2 

解 

7
4 4 44lim ( 1 1 2 ).

x
x x x x

→+∞
+ + − −

利用泰勒展开求极限： 

1 ,x t=令 则 
4 4

20

( 1 1 2 )lim
t

t t
t+→

+ + − −
=原式

2 24 1 31 1 ( )
4 32

t t t o t+ = + − +

2 24 1 31 1 ( )
4 32

t t t o t− = − − +

2 2( 1)(1 ) 1 ( )
2!

x x x o xα α αα −
+ = + + +

2 23
16

20

( )lim
t

t o t
t+→

− +
=

3 .
16

= −
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例3 ( ) [ , ]f x a b设 在 上二阶可导，

证 

证明 

( , ),a bξ∃ ∈

利用 

使得 2
4( ) ( ) ( ) .

( )
f f b f a

b a
ξ′′ ≥ −

−

取 0 2 , ,a bx x a x b+= = =和

1 22 2( , ), ( , ).a b a ba bξ ξ+ +∈ ∈其中 两式相减， 

2( ) 0.a bf +′ =

20
0 0 0

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1! 2!

f x ff x f x x x x xξ′ ′′
= + − + − ，

代入上式得 
2

1( )( )
2 2 2 2! 2

fa b a b a b a bf a f f ξ′′+ + − −      ′= + +      
      

，

2
2( )( ) ,

2 2 2 2! 2
fa b a b b a b af b f f ξ′′+ + − −      ′= + +      

      

得到 
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2
2 1( ) ( )( ) ( )

2 2 2
f f a bf b f a ξ ξ′′ ′′ −  − = −  

  
，

2 1
2

( ) ( ) 4 ( ( ) ( )).
2 ( )

f f f b f a
b a

ξ ξ′′ ′′−
= −

−

于是 

{ }1 2( ) max | ( ) |,| ( ) | ,f f fξ ξ ξ′′ ′′ ′′=令 ( , ),a bξ ∈

根据上式即可得到 

2
4( ) ( ) ( ) .

( )
f f b f a

b a
ξ′′ ≥ −

−

2
4( ) ( ) ( ) .

( )
f f b f a

b a
ξ′′ ≥ −

−
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练习 ( ) [ , ]f x a b设 在 上二阶可导.用泰勒公式证明 

( , ),a bξ∃ ∈ 使得 

21
2 4( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ).a bf b f f a b a f ξ+ ′′− + = −
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例4 0, ( ; ) 2h f U a h n> +设 在 上有 阶连续导数，

证明 0 1.θ< <
0

1lim .2h nθ
→

= +

( 2)( ) 0nf a+ ≠ ，

且 
( ; )f U a h在 上的泰勒公式为

( ) ( 1)
1( ) ( )( ) ( ) ( )

! ( 1)!


n n
n nf a f a hf a h f a f a h h h

n n
θ+

++′+ = + + + +
+

，

证 因 ( ; ) 2f U a h n +在 上有 阶连续导数，故 
( ) ( 1)

1( ) ( )( ) ( ) ( )
! ( 1)!



n n
n nf a f af a h f a f a h h h

n n

+
+′+ = + + + +

+
( 2)

21
1

( ) , 0 1.
( 2)!

n
nf a h h

n
θ

θ
+

++
+ < <

+
比较两式得 

( 2)
( 1) ( 1) 1( )( ) ( ) . (*)2

n
n n f a hf a h f a hn

θθ
+

+ + +
+ − =

+
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( 2)
( 1) ( 1) 1( )( ) ( ) . (*)2

n
n n f a hf a h f a hn

θ
θ

+
+ + +

+ − =
+

( 1) [ , ]nf a a hθ+ +对 在 用拉格朗日中值公式，得
( 1) ( 1) ( 2)

2

2

( ) ( ) ( ) ,
0 1. (**)

n n nf a h f a f a h hθ θ θ θ
θ

+ + ++ − = +

< <
比较(*), (**)两式， 得到 

( 2)
( 2) 1

2
( )( ) ,2

n
n f a hf a h n

θθ θ θ
+

+ +
+ =

+
令 0h → ，注意到                  的连续性及 ( 2)( )nf x+ ( 2)( ) 0nf a+ ≠ ，

即可得到 

0

1lim .2h nθ
→

= +
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