
第五章 数值积分法 

§1数值积分的基本概念 

§2  插值型求积公式 

§3  复化积分法 

§4 自适应积分法 

§5  Gauss型求积公式 

§6  三次样条积分法 
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         为了计算瑞士国土的面积,首先对地图作了如下测量: 

以西向东方向为x轴,由南向北方向为y轴,选择方便的原点, 

并将从最西边界到最东边界在x轴上的区间适当地划分为 

若干段,在每个分点的y方向测出南边界点和北边界点的y 

坐标,数据如表(单位mm): 

x    7.0  10.5  13.0  17.5  34.0  40.5  44.5  48.0  56.0  

y1    44    45    47    50    50    38    30    30    34 

y2    44    59    70    72    93   100   110   110   110 

x   61.0  68.5  76.5  80.5  91.0  96.0 101.0 104.0 106.5 

y1    36    34    41    45    46    43    37    33    28 

y2   117   118   116   118   118   121   124   121   121 

x  111.5 118.0 123.5 136.5 142.0 146.0 150.0 157.0 158.0 

y1    32    65    55    54    52    50    66    66    68 

y2   121   122   116    83    81    82    86    85    68 

一个实际问题
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瑞士地图的外形如图(比例尺18mm:40km) 

试由测量数据计算瑞士国土的近似面积,并与其精确值 

41288平方公里比较 
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一 数值积分的必要性

( ) ( )
b

a
I f f x dx  ( ) ( ) ( )

b

a
F x F b F a  

( ) ( )F x f x其中， 为 的原函数。

实际中可能遇到的问题：

(1) ( ) , ( )f x f x的解析式根本不存在 只给出了 的一些数值

(2) ( ) ( ) , ( )f x F x F x的原函数 求不出来 如 不是初等函数

1
,

sin ln

x
dx dx

x x 如：

(3) ( )F x 的表达式过于复杂：

2

4 20

1 1 2 1
log

1 4 2 2 1

x x x
dt

t x x

 


  


1
( )

2 2 2 2

x x
arctg arctg

x x
 

 

§1  数值积分的基本概念 
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( ) [ , ]f x C a b设 ，则由积分中值定理

二 基本思想

( ) ( )
b

a
I f f x dx 

( ) ( ) [ , ]b a f a b   

( )f 

, ( )b a f 

即：曲边梯形的面积等于

   底为 高为 的矩形面积

( ) [ , ]f a b --曲边梯形在 的平均高度。

1.梯形公式

( ) ( )
b

a
I f f x dx 

( )
b

a
I f x dx 中：

2.矩形公式

( )
b

a
I f x dx 左：

( )
b

a
I f x dx 右： ( )( )f b b a 

( )( )f a b a 

( )( )
2

a b
f b a


 

[ ( ) ( )]
( )

2

f a f b
b a


 

( )f a

( )f b
( )

2

a b
f



2

a b

( )f a

( )f b
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{ } ( )

k

k k

x

A x f x

其中, ：求积节点；

    ：求积系数，仅与 有关，与 无关。

3推广

1
0 0

0

( ) ( ) lim ( ) max , [ , ].
n

b

k k k k k k
a k n

k

I f f x dx f x x x x


  


  


      ，其中

0

( ) ( ) ( )
n

b

k k
a

k

n
I f f x dx A f Ix



  

( )
n n

R I f I 求积余项：
0

( ) ( )
n

b

k k
a

k

f x dx A f x


 

1

20

1
( )

1
I f dx

x


如，求 的近似值。

1   方法 ： 

   方法2： 
1

20

1 (0) 4 (0.5) (1)
( ) 0.78333...

1 6

f f f
I f dx

x

 
  



1

20

1 (0) (1)
( ) 0.75

1 2

f f
I f dx

x


  



1 1

2 00

1
( ) arctan 0.78539815...

1 4
I f dx x

x


   

   精确值： 

方法误差
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三 代数精度

1

1 m

m

m





若某个求积公式对所有次数 的多项式都精确成立，

       而至少对一个 次多项式不精确成立，则称该公式

       次代

定义

有

：

具 数精度。

2 1
1, , , ,

2

m m

m

x x x x


一个求积公式具有 次代数精度的充要条件是该公式

     

定理：

 对 精确成立，而对 不精确成立。

不同的数值公式，计算结果不同，如何衡量公式问题： 的好坏？
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1例 验证：矩形公式

解 ( ) 1 : 1
b

a
f x dx b a    时 左 右

2 21
( ) : ( )

2

b

a
f x x xdx b a   时 左

( )
2

a b
b a


 右

2 2 3 31
( ) : ( )

3

b

a
f x x x dx b a   时 左

2
( )( )

2

a b
b a


 右

1代数精度为" "。

左 右

左 右

( ) ( ) ( )
2

b

a

a b
I f x dx b a f


  

具有一次代数精度。
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1 2
2 ,A A例 试确定 ，使数值积分公式

解 ( ) 1, ,f x x令公式分别对 时精确成立 则有

1 2
b a A A  

2 2

1 2

1
( )

2
b a A a A b  

1 2

1
: ( )

2
A A b a  解之得

1
( ) ( )( ( ) ( ))

2

b

a
f x b a f a f b  代入得：

1 2
( ) ( ) ( )

b

a
I f x A f a A f b  

的代数精度尽可能高。

1可以证明梯形公式具有 次代数精度。 -9- 



思考 

该公式的代数精度最高问题： 可达多少？

1

2

 有几个待定参数？

 

提示

      可列几

： 

个方程？

3例 试确定积分公式

1 2 1 2

3
1

3

3.

A A x x

n

    



， ；

     代数精度

答案：

Gauss ( .5 )

使代数精度达到最高的数值求积公式，

      称为 式

注

公

备 ：

中介绍§

1

1 1 2 2
1

( ) ( ) ( )I f x A f x A f x


  

1 2 1 2
,A A x x中的参数 , , ，使其代数精度尽量高,并求代数精度。

n有 个节点的求积公式,精度最高可推广： 达多少？-10- 



0 1
( ),

( ) Lagrange

n i
a x x x b f x

f x

    已知求积节点 及其函数值

则 的 插值多项式为

0

( ) ( ) ( )
n

n k k

k

P x f x l x




1

( ) Lagrange
n

i

k

i k i
i k

x x
l x

x x






其中 为 插值基函数.

( ) ( ) ( )
n

f x P x f x用被积函数 的插值多项式 代替 作积分。

( )
b

a
I f x dx  ( )

b

n
a

P x dx 
0

( ) ( )
n

b

k k
a

k

f x l x dx


 

( ) ( )
0

n
b

k k
a

k

l x dx f x



0

( )
n

k k

k

A f x


 ( ) .
b

k k
a

A l x dx 其中

公式

( ) ( )
b b

n
a a

f x dx P x dx 即：

基本思想

§2   插值型求积法 

一 插值型求积公式
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即： ( )
b

a
I f x dx 

0

( )
n

k k

k

A f x




( )
b

k k k
a

x A l x dx 其中： 为求积节点(插值节点), 求积系数。

称上述由插值基函数确定求积系数的公式为插值型求积公式。

( )求积余项 方法误差

n n
R I I 

[ ( ) ( )]
b

n
a

f x P x dx 
( 1)

0

( )
( )

( 1)!

n n
b

k
a

k

f
x x dx

n





 




( )
b

a
f x dx  ( )

b

n
a

P x dx

P107 h( - )T 2代数精度
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1

( ) ( )
n

b

k k n
a

k

I f x dx A f x I


 

2 n 具有 个求积节点的数定理 值求积公式

1n是插值型求积公式的充要条件是该公式至少具有 次代数精度。



Newton-Cotes二 公式 求积节点 的等距分布 插值型求积公式.

( )
b

a
I f x dx 

( )
b

k k
a

A l x dx 
0

n
b j

a
j k j
j k

x x
dx

x x








考虑插值型求积公式

( )
b

n
a

P x dx 

0

( ) ( ) ( ) ( ) Lagrange
n

n k k

k

P x f x l x f x其中： 为 的 插值多项式，




0

( ) ( )
n

b

k k
a

k

f x l x dx


   
0

( ) ( )
n

b

k k
a

k

l x dx f x


  

k
A下面考虑插值节点等距时 的计算：

公式推导
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[ , ] ( 0,1, ,n)
k

b a
a b n h x a kh k

n
将 等分，步长 ，节点 ，则


   

0

n
b

j

k
a

j k j
j k

x x
A dx

x x








0
0

( )

( )

n
n

j
j k

t j h
hdt

k j h



 




x a th  0
0

( ) ( )
( )

( ) ( )

n
n

j
j k

a th a jh
d a th

a kh a jh


  


  


换元

0,

0 ( 1)( 2) ( 1) (( 1)

( )

)

n

n
j j k

t j
h

k k k nk k
dt

k k k

 

      

 
 

0,

0 ( 1) (

(

! )!

)
n

n
j j k

n k
k

j
h d

k n

t
t

 



 


   0
0

( 1)
( )

! ( )!

n k
n

j n
j k

h t j dt
k n k



 



  

 


0
0

1( )
( ) ( )

! ( )!

n k
n

j n
j k

b a t j dt
n k n k



 



   

  
 ( )

( )
n

k
b a C  

0
0

1( ) ( )
( )

! (
Cote

!
s

)

n k
n

n

k

j n
j k

C t j dt
n k n k



 





  
其中 = ，称为 系数.
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n Newton-Cotes 阶 公式为

0

( )
n

k k

k

n
A f xI



 ( )

0

( ) ( )
n

n

k k

k

b a C f x


  

( )
( )

n

k
C f x注： 与 和积分区间均无关！

Newton-Cotes几个低阶 公式

1 1n、 时 积分区间一等分

0
0

1( ) ( )
( )

! ( )!

n k
n

n

k

j n
j k

C t j dt
n k n k

=


 





  


1
(1)

0
0
( 1)C t dt  

1
(1)

1
0

C tdt 

( )
b

a
I f x dx   ( ( ) ( ))

2

b a
f a f b


 

--梯形公式

1

2


1

2
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0
0

1( ) ( )
( )

! ( )!

n k
n

n

k

j n
j k

C t j dt
n k n k

=


 





  
2 2n、 时 积分区间2等分

2
(2)

0
0

1
( 1)( 2)

4
C t t dt  

( )
b

a
I f x dx   ( ( ) 4 ( ) ( ))

6 2

b a a b
f a f f b

 
  

2
(2)

1
0

1
( 2)

2
C t t dt  

2
(2)

2
0

1
( 1)

4
C t t dt 

1

6


4

6


1

6


Simpson-- 公式

4n3、同理可得 时：

(4) (4) (4) (4) (4)

0 4 1 3 2

7 32 12
, ,

90 90 90
C C C C C    

( )
b

a
I f x dx  0 1 2 3 4

(7 ( ) 32 ( ) 12 ( ) 32 ( ) 7 ( ))
90

b a
f x f x f x f x f x


    

Cotes-- 公式
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Cotes系数表
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P108-Th1代数精度【 】

1
Newton Cotes .

n n
n m

n n


  



，当 为偶数
阶 公式的代数精度为

，当 为奇数

Simpson Cetos 1 3 5注：梯形公式、 公式和 公式分别具有 、、次代数精度。

1

20.6

1
Simpson Cetos .

1
I dx

x




例1

分别用梯形公式、 公式和 公式计算积分
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求积余项

1梯形公式 一般插值求积公式余项：

[ ( ) ( )]
b

n
a

f x P x dx 
( 1)

0

( )
( )

( 1)!

n n
b

k
a

k

f
x x dx

n





 




n n
R I I 

( )
( ) ( )( )

2

b

a

f
R T x a x b dx


  

( )
( )( )

2

b

a

f
x a x b dx


  

3
( )

( )
12

b a
f 


  [ , ]a b

[ , ]
( ), ( ) C ( )

[ , ] [ , ]

( ) ( ) ( ) ( )

a b

b b

a a

f x g x g x

a b a b

f x g x dx f g x dx







 

 

    设 且

在 上不变号

积分中值定理：

，则 ，

满足:

2 Simpson公式

4 (4)( ) ( ) ( )
180 2

b a b a
R S f 

 
 

3 Cotes公式

6 (6)2( )
( ) ( ) ( )

945 4

b a b a
R C f 
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( )

0

( ) ( ) ( ) 1
n

n

n k k

k

I b a C f x f x


    对 精确成立

稳定性

1 Cotes系数的特点

( )

0

1 ( )
n

b
n

k
a

k

dx b a C


   
( )

0

1
n

n

k

k

C




Cotes由 系数表，看到：

( )
7

n

k
n C当 时， 全为“正数”；

( )
8

n

k
n C当 时， 中“有正有负”。
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2舍入误差

( ) , ( ) ( ) ( ) ( )
k k k k k k

f x f x f x f x f x  设 为精确值 而 为 的近似值,误差

由此引起的计算误差为：

n n
I I ( ) ( )

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
n n

n n

k k k k

k k

b a C f x b a C f x
 

    

( )

0

( ) [ ( ) ( )]
n

n

k k k

k

b a C f x f x


   ( )

0

( )
n

n

k k

k

b a C 


  

( )

0

( )
n

n

k

k

b a C


  
( )

0

( )
n

n

k k

k

b a C 


    max .
k

 其中 =

( )
7 0,

n

k
n C  当 时， 有

n n
I I ( )b a   ，即误差没有放大，稳定。

( )
8 0 0

n

k
n C or  当 时， ，

( )

0

( )
n

n

k

k

b a C


  ( )

0

( )
n

n

k

k

b a C


   ( )b a  

即误差可能被放大，不稳定。

1
0

)( 


n

k

n

kC性质：
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收敛性 收敛性无保证， 不一定
0

即：高阶公式代数精度高，但效果不一定好！

1

21

1

1 25
I dx

x


如计算 的近似值：

lim即
n

n
I I
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一 基本思想 ( ) ( )f x f x利用 的低次分段插值多项式代替 进行积分！

[ , ]a b n将积分区间 分割为 等份， ( 0,1, , ), ,
k

b a
x a kh k n h

n


   各节点 则

( )
b

a
I f x dx 

1 复化梯形公式

1
1

0

( ) ( )
k

k

n
b x

a x
k

I f x dx f x dx






  
1

1

0

[ ( ) ( )]
2

n

k k

k

h
f x f x







 

1

1

[ ( ) 2 ( ) ( )]
2

n

k

k

b a
f a f x f b

n






  

1
x

2
x

1n
x


...

...

几何意义

1
1

0

( )
k

k

n
x

x
k

f x dx








n
T

§3  复化求积法 

-23- 



( )
b

n
a

f x dx S

1
4

1

4
kk

x x h


 

2 Simpson复化 公式

3 Cotes复化 公式

2等分
1/2 1/2 1

[ , ] [ , ]
k k k k

x x x x
  1

[ , ]
k k

x x


1

1 1

0 2

[ ( ) 4 ( ) ( )]
6

n

k k
k

k

h
f x f x f x








  

1 1

1

0 12

[ ( ) 4 ( ) 2 ( ) ( )]
6

n n

k
k

k k

b a
f a f x f x f b

n

 


 


    

1
2

1

2

k k

k

x x
x 




其中

1 2
4 4

1

0

7 ( ) [32 ( ) 12 ( )
90

n

n k k
k

b a
C f a f x f x

n



 



  




3
4

1

1

32 ( )] 14 ( ) 7 ( )
n

kk
k

f x f x f b
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1 1

1 2 3

0 14 4 4

1
[7 (0) [32 ( ) 12 ( ) 32 ( )] 14 ( ) 7 (1)]

180
k

k k k
k k

f f x f x f x f x f
  

 

     

1

0

sin sin
( )

x x
f x I dx

x x
  例1 已知 的数据，用复化求积法求 的近似值。

8
T

0
x

1
x

2
x

3
x

4
x

5
x

6
x

7
x

8
x

复化梯形公式：

7

1

1
[ (0) 2 ( ) (1)]

16
k

k

f f x f


  8
T

0.94569086

Simpson复化 公式：

3 3

1

0 12

1
[ (0) 4 ( ) 2 ( ) (1)]

24
k

k
k k

f f x f x f


 

    4
S

0.94608331

2
C 

0.94608307

Cotes复化 公式：

4
S

0
x

0 1/2
x



1
x

1 1/2
x



2
x

2 1/2
x



3
x

3 1/2
x



4
x

2
C

0
x

0 1/4
x



0 1/2
x



0 3/4
x



1
x

1 1/4
x



1 1/2
x



1 3/4
x



2
x

1

0

sin
0.946083070367183注：精确值

x
I dx

x
 精度最高

精度次高

精度最低

1
8,

8
n h 

1
4,

4
n h 

1
2,

2
n h 
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2
( ) ( )

12
k k

h
R T h f    

4 复化求积公式余项

[ , ]a b 上的求积余项 [ , ]k kx x1
上的求积余项 复化公式的余项

3
( )

( ) ( )
12

b a
R T f 


 

4 (4)
( ) ( ) ( )

180 2

b a b a
R S f 

 
 

6 (6)2( )
( ) ( ) ( )

945 4

b a b a
R C f 

 
 

4

(4)
( ) ( )

180 2
k k

h h
R S f 

 
   

 

6

(6)2
( ) ( )

945 4
k k

h h
R C f 

 
   

 

2

( ) ( ) ( )
12

n

h
R T b a f   

4

(4)
( ) ( )

180 2
n

b a h
R S f 

  
   

 

6

(6)2( )
( ) ( )

945 4
n

b a h
R C f 

  
   

 

以复化梯形公式为例证明：
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3 1

0

( )
12

n

k

k

h
f 





  

1

0

( )n
k

k

f
m M

n






 

2
( ) [ , ],设函数 则复化梯形公式求积余项为：f x C a b

n
I T

2 1

0

( )
12

n

k

k

b ah

n
f 





 


  

( ) [ , ]在 上连续f x a b

( ) [ , ] , ( ) .在闭区间 内有最大、最小值 和 即f x a b m M m f x M   

1

0

( ) ,
n

k

k

m fn Mn




   

, [ , ],由连续函数的介值定理 使得a b 

1

0

( )
( )

n
k

k

f
f

n











2

( ) ( )
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0
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0
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f x dx T 
1
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0 0
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k

k

n n
x

k
x

k k

f x dx T


 

 

  

2
( ) ( )

12
k k

h
R T h f    

[ , ]a b 上的求积余项 [ , ]k kx x1
上的求积余项 复化公式的余项

3
( )

( ) ( )
12

b a
R T f 


 

2

( ) ( ) ( )
12

n

h
R T b a f   
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( )
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k
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f 
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二 变步长复化求积法

  复化求积公式存在的问题. 

( )f x

h

   复化求积法是提高精度的有效方法，但是由于 表达式

往往未知，在给定精度条件下，步长 难以确定！

h太大，精度达不到；. 

h太小，计算量大！. 

变步长复化求积法的   基本思想. 

   先选择一个较大的步长，对结果进行精度估计，若不满足

精度则步长缩小一半，直到满足精度要求。

需要考   虑的问题. 

如何判断结果的精度？. 

h在 减半的情况下，如何节省计算量？. -28- 



2

2

2

" " " "
n n

n n

n

T
T

T
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T
T  


  

2

n

n

I T

I T





4

2 2

1
( )

3
n n n

I T T T   

2n
T I以 作为 的近似值，含义： 误差大概为

计算结果精度的如何判定？. 

( )
n n

R T I T 
2

( ) ( )
12

h
b a f   

2

1

2

2

( ) ( )
12

( )
2 ( ) ( )

12

h
b a f
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b a f





 



 

1
,T

2
,T

4
,T

8
,T ......

直至满足：
2n n

T T  

2

1
( )

3
n n

T T

精度判定的条件：

?
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h步长 减半后，如何节省量？. 

1
[ , ] [ , ]

k k
a b x xn


积分区间 时，在等分 上

( )

1
[ ( ) ( )]

2

k n

n k k

h
T f x f x


 

1
[ , , ]2 ] [

k k
a b xn x


积分区间 后，在等分 上
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2 1/ 2 1

/ 2
[ ( ) 2 ( ) ( )]
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k
f x


“加”即：步长减半后，只需 算 。
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  回顾. 

2

( ) () )
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(
n

h
b fT aR   

4

(4)
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180 2
( )

n

b a
R

h
S f 
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(6)2( )
( )

945 4
( )

n

b a h
fR C 

  
   

 

  复化公式的求积余项. 

  复化梯形公式的事后误差估计. 

2 2

1
( )

3
n n n

I T T T  

与 之间的关系
2n n

T T. 

1

2 1/ 2

0

1

2
(

2
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n n k
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T T f x
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Romberg三 积分法
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  与 、 与 之间的关系
n n n n

T S S C. 

22

1
( )

3
即： 可看成是 的误差估计

n n n
TT T

2 2

1
( )

3
若记 ，

n n n
T T T T  

2
则可以"期待" 比 有更好的精度

n
TT

1
[ , ]事实上，在 上有：

k k
x x
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4 1

3 3

k k

n n
T T 
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k k k k

n n n n
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[ , ] Simpson在 上利用复化的 公式有：a b
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I S

I S





  类似地：. 16

2 2

1
( )

15
n n n

I S S S   

22 2

1
( )

15
n nn n

S SS S  可以期待 具有更高精度

事实上， 2 2

1
( )

15
n n n n

C S S S  

  利用插值余项类似可得. 

2 2

1
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n n n

I C C C   

2 2

1
( )

63
若记：

n n n n
R C C C 

则可以" " 比 精度更高，称为期待 龙贝格公式。
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Romberg  公式计算过程. 

1
T

2
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4
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8
T

16
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1
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1
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C
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2
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§5  Gauss型求积公式 

  问题. 

( )
b

a
I f x dx  ( )

1

n

k k

k

A f x




插值型求积公式

1.n代数精度至少为

问：

  基本结论和概念. 

1. ;2 1
k

x n只要 选取求积节点 ，精度 达适 可当 最高

Guass.

Gauss

2

k
x

具有最高精度的插值求积公式，称为 ；

 此时的求积节点 称为

公式

点。

？最高可达多少

这样如 构造 ？何 的公式

-35- 



1

( ) ( ) 0 ( ) ( - ) ( )

1

n
b

k
a

k

p x x dx x x x p x

n

 


  

 

 ，其中  ， 为一切

  次数 的多项式。

03. ( ), ( ) [ , ], ( ) , ( ) ( )(

[ ]

)

,

b

a
f x g x dxf x g x C a b f x g x

a b

  设 若 则称 和

   在 上正交。

1

( ) ( Gaus) s
n

b

k k

k

k
a

f x dx A xf x


插值型求 节 是积公式 ， 点 点

P119 T 14. h定理〖 - 〗

Gauss 1

Gauss

n

n n

 注：求 点 求一个与所有次数 的多项式

    都正交的 次多项式，其 个互异

等价于

零点即为 点。
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  高斯-勒让德求积公式. 

1.勒让德多项式

1）三项递推关系

0 ( ) 1P x  ， 1( )P x x ，

1 1

1
( ) [(2 1) ( ) ( )]

1
n n n

P x n xP x nP x
n

   


2）性质

1

1

0

( ) ( ) 2

2 1

      

          
m n

m n

P x P x dx
m n

n





 
 


，

，

( ) [ 1 1] 1
n

P x n  在 ，上与任意次数 的多项式都正交；

( ) [ 1 1]
n

P x n在 ，上有 个互异零点。

2

2

1
( ) (3 1)

2
P x x  ，......
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1

1
( ) 2 ( )0f x dx f




2.几个低阶公式

一点高斯- 勒让德公式

两点高斯- 勒让德公式
1

1
( ) ( ) ( )

1 1

3 3
f x dx f f




一点高斯- 勒让德公式

两点高斯- 勒让德公式

[ ,. ]3 a b一般区间 上的高斯公式

( )
b

a
f x dx

2 2

b a b a
x t

 
 

1

1
( )

2 2 2

b a b a b a
f t dt



  


( ) ( ) ( )
2

b

a

b a
f x dx b a f


 

- -
( ) [ ( ) ( )]

2 2 22 3 2 3

b

a

b a b a b a b a b a
f x dx f f
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1

25

1

( 2) 1
dx

x  

1

25

1
1

( 2) 1
dx

x  例 用两点高斯公式计算 的近似值。

解 3 2x t  1

21

1
3

9 1
dt

t 

2 2

1 1
3

1 1
9 1 9 1

3 3

[ ]

(- ) ( )

 

 

2
3

4
 

3

2
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4.稳定性和收敛性

Gauss

Gauss

 型求积公式是数值稳定的；

 如果被积函数是连续函数,

定理

则 型求积

5.3

定理5 公式是.4 收敛的.


