
华师大数学分析(第五版)讲义  第六章  微分中值定理及其应用 

第六章 微分中值定理及其应用 

目的：用 f 来研究 f 的性质。微分中值定理建立了 f 与 f 之间的桥梁。 

§1  拉格朗日定理和函数的单调性 

【一】 罗尔定理 

定理 1 （罗尔(Rolle)中值定理） 若函数 满足如下条件： f

(i) 在闭区间f  ba, 上连续； 

(ii) 在开区间f  ba, 上可导； 

(iii) ，    bfaf 

则在  上至少存在一点ba,  ，使得 

  0 f .                              1  

几何意义：见图． 

 

    证  因为 在f  ba, 上连续，所以有最大值与最小值，分别用M 与 表示，现分两种

情况来讨论： 

m

    (1)若 ，则 在 上必为常数，从而结论显然成立． Mm  f  ba, 

(2)若 ，则因Mm     bfaf  ，使得最大值M 与最小值 至少有一个在 上的

某点

m  ba, 

 处取得，从而 是 的极值点．由条件(ii)， 在点f f  处可导，故由费马定理推知 

  0 f ． 
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【注】 定理中的三个条件缺少任何一个，结论将不一定成立。见下图： 

     

例 1  设 为实数。求证方程 , ,a b c

2xe ax bx c    

的实根不超过三个． 

证  令  2( ) x f x e ax bx c    。用反证法如下： 

倘若 有 4 个实根 4  0xf ： 1 2 3x x x x   ，对 f 在      1 2 2 3, , , , 3 4,x x x x x x 上用

Rolle 定理，      3 4,1 1 2 2, , 2 3 3, ,x x x   x x  x ，  使得 

     3 0f 1 2f f     ， 

再 对 f  在   1 2, , 2 3,  

 

 上 用 Rolle 定 理 ，

 1 1 32 2 2, , ,       ，使得 

  1 2f f    0   

再对 f 在 1 2,  上用 Rolle 定理，  0 1 2,x    ，使得 

 0 0f x   

但 ，矛盾。 ( ) 0xf x e  

例 2 设 f 在[ , 上可导，且]a b ( ) ( ) 0f a f b  ，证明 ( , )a b  ，使得 

( ) ( ) 0f f    

 证 令 ，对 在[ , 上用 Rolle 定理即得证。 ( ) ( )xF x e f x F ]a b

【思考】设 f 在[ , 上可导，且]a b ( ) ( ) 0f a f b  ，证明： R  ， ( , )a b  ，

使得 

( ) ( )f f    
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 [作辅助函数 ] ( ) ( )xF x e f x

例 3 设 f 在[0 上连续，在 上可导，,1] (0,1) (0) (1) 0f f  ，且存在 使得0 (0,1)x 

0( ) 0f x  x ，证明： (0,1)  使得 ( ) 1f    

证 令 ，( ) ( )F x f x x  0(0) 0, (1) 1, ( ) 0F F F x    ，由根的存在定理， 

1 0( ,1)x  ，使得 1( ) 0F   。在 1[0, ] 上对 用 Rolle 定理，F 1(0, ) (0,1)    ，使得 

( ) 0F   ，即 ( ) 1f   。 

【二】 拉格朗日定理 

定理 2（拉格朗日(Lagrange)中值定理） 若函数 f 满足如下条件： 

(i) f 在闭区间  ba, 上连续； 

    (i i) f 在开区间  内可导， 



ba,

则在  上至少存在一点ba,  ，使得 

                            
ab

afbf
f




  .                           2

    显然，特别当   bfaf  时，本定理的结论(2)即为罗尔定理的结论(1)．这表明罗尔定

理是拉格朗日定理的一个特殊情形．其几何意义见图。 

  证  作辅助函数 

           f b f a
F x f x f a x a

b a
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a b

( )y f x

( ) ( )
( ) ( )

f b f a
y f a x a

b a


  



O
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显然， ，且    0F a F b  F 在  ba, 上满足罗尔定理的另两个条件．故存在 ),,( ba  

使 

( ) ( )
( ) ( ) 0

f b f a
F f

b a
     


 

移项后即得到所要证明的（2）式。 

   【注】拉格朗日公式还有下面几种等价表示形式： 

                  ( ) ( ) ( )( ),f b f a f b a a b                           （3） 

           ( ) ( ) ( ( ))( ),0 1f b f a f a b a b a                        （4） 

                  ( ) ( ) ( ) ,0f a h f a f a h h 1                           )5(

其中（4）式对 也成立，（5）式对ba  0h  也成立。 

推论 1 若函数 在区间f I 上可导，且 Ixxf  ,0)( ，则 为f I 上一个常量函数． 

证 1 2 1 2, ( )x x I x x   ，在 1 2,x x 上用 Lag， 1 2( , )x x  ，使得 

2 1 2 1( ) ( ) ( )( ) 0f x f x f x x   

2

 

这就证得 1( ) ( )f x f x ，说明 为f I 上的常量函数。 

推论 2  若函数 和 g 均在区间f I 上可导，且 ),()( xgxf  ， Ix ，则在区间 I 上

与 只相差某一常数，即 )(xf )(xg

cxgxf  )()( ( c为某一常数)． 

例 4 证明：arcsin arccos , [ 1,1]
2

x x x


     

 证  
2 2

1 1
arcsin arccos 0, ( 1,1)

1 1
x x x

x x
    

 
  

arcsin arccos , ( 1,1)x x c x     

取 ，得0x 
2

c


 。直接验证所证等式对 1x   也成立。 

例 5 [教材例 2]证明： arctan arctanb a b a   ，其中 a b 。 

证 记 ( ) arctanf x  x ，用 Lag， ( , )a b  ，使得 
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2

1
( ) ( ) ( )( ) ( )

1
f b f a f b a b a b a


      


 

例 6  证明对一切 成立不等式  0,1  hh


 h

h

1
hh  )1ln(  

证  设 ，由 Lag 得 )1ln()( xxf 

( ) (0) ( ) ,0 1f h f f h h      

即 

ln(1 ) ,0 1.
1

h
h

h



  


  

当 >0 时，由1 1h 1h h    得 

1 1

h h
h

h h
 

 
 

当 时，由0 11 h   0 1 1h h     得 

1 1

h h
h

h h
 

 
 

【注】特别地 

1 1
ln(1 )

1n n

1

n
  


 

由此可证明（作为思考）：数列 

1 1
1 l

2n nx n
n

      

单调递减且有下界0 ，从而极限存在，这个极限叫做 Euler 常数 0.5772  . 

例 7 设 f 在[ , 上二阶可导。若]a b ( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0f a f b f a f b    ，则 ( , )a b  ，

使得 ( )f 0   

证法 1 不妨假设 ，则由导数定义和极限保号性可知，存在( ) 0, ( ) 0f a f b 

2



1 2 1, ( , ),x x a b x x ，使得 

1 2( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0f x f a f x f b     

而 ( )f x 在[ , 上连续，故由介值定理可知存在]a b 1 2( , )c x x ，使得 

( ) 0f c   
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对函数 f 在[ , 上用由罗尔定理，存在],[ , ]a c c b 1 2( , ), ( , )a c c b   ，使得 

1 2( ) ( ) 0f f     

对函数 f 在 1 2[ , ]  再用罗尔定理，存在 ( , )a b  ，使得 

( ) 0f    

证法 2 不妨设 ，显然( ) 0, ( ) 0f a f b   ( ) 0f x  ，不妨设 ， 。 ( ) 0f c  a c b 

由 Lag 定理， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 0,f b f c f b c f c b           

又，对 ( )f x 在[ , ],[ , ]a b  上用根的存在定理 

1 1( ) 0, ( ) 0 ( ) 0,f a f f a           

2 2( ) 0, ( ) 0 ( ) 0,f b f f b            

对 ( )f x 在 1 2[ , ]  上用 Rolle 定理 

1 2( ) 0, ( , ) ( , )f a b        

证法 3（由导数介值定理证明，见下面例 16） 

例 8 [习题 6.1：9] 设 f 在[ , 上二阶可导，]a b ( ) ( ) 0f a f b  ，并存在一点

使得 。证明

( , )c a b

( ) 0f c  ( , )a b  ，使得 ( )f 0  。 

证 ( )f x 在[ , 上用 Lag 定理，]a c 1 ( , )a c  ，使得 

1( ) ( ) ( )( )f c f a f c a    

由于 ，故( ) 0, ( ) 0, 0f a f c c a    1( ) 0f   。 

( )f x 在[ , 上用 Lag 定理，]c b 2 ( , )c b  ，使得 

2( ) ( ) ( )( )f b f c f b c    

由于 ，故( ) 0, ( ) 0, 0f b f c b c    2( ) 0f   。 

因 1 2a c b     ， ( )f x 在 1 2[ , ]  上可导， ( )f x 在 1 2[ , ]  上再用 Lag 定理，

1 2( , ) ( , )a b     ，使得 
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 2 1 2( ) ( ) ( )f f f 1          

得 ( ) 0f   。 

【三】 导数极限定理 

定理 3  （右侧导数极限定理）  设函数 在点 的某右邻域f 0x 0 0[ , )x x  上连续，在

0 0( , )x x  上可导，若导函数 ( )f x 在点 的右极限0x
0

lim ( )
x x

0( 0)f x f


x   存在，则 在

点 的右导数一定存在，且 

f

0x

0 0( ) ( 0)f x f x   .                            (6) 

证  任取 x 0 0( , )x x  ， 在[ ]上满足拉格朗日定理条件，则存在)(xf xx ,0 0( , )x x  ，

使得 

0

0

( ) ( )
( )

f x f x
f

x x
 


                          (7)  

当 0x x 时， 0x  ，（7）式两边取极限得 

0 0

0
0 0

0

( ) ( )
( ) lim lim ( ) lim ( ) ( 0)

ox x x x x

f x f x
f x f f f x

x x 
 

  
  

      


  

【注】 是 x 的函数 ( )x  ，这里用了变量替换法（即复合函数极限定理 1），其中三

个条件是： 

（1）
0

lim ( )
u x

f u


 存在，（2）
0

0lim ( )
x x

x x


 ，（3） 0( )x x   

类似可得“左侧导数极限定理”。 

右（左）侧导数极限定理，统称为单侧导数极限定理。 

（与教材不同，在分段函数求导时，实际上用的是单侧） 

推论 1（导数极限定理）设 在 上连续，在 上可导，若f 0( )U x 0( )U x

0

lim ( )
x x

f x


 存在，

则 0( )f x 一定存在，且 0( )f x  li
0

( )m
x x

f x


  

证 由 ，又 
0

0 0lim ( ) ( 0) ( 0)
x x

f x f x f x


     

0 0 0 0( ) ( 0), ( ) ( 0)f x f x f x f x         
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所以
0

0 0( ) ( ) lim ( )
x x

f x f x f  
    x ，即

0
0( ) lim ( )

x x
f x f


x  。 

推论 2  导函数的间断点一定是第二类的。 

 证 设 f 在 可导，0( )U x 0( 0f x ) 都存在，由单侧导数极限定理 

0 0 0 0( ) ( 0), ( ) ( 0)f x f x f x f x         

又 0 0( ) ( ) ( )0f x f x f x     ，所以 

0 0( 0) ( 0) ( 0 )f x f x f  x     

说明 0x 必是 ( )f x 的连续点。 

推论 3 设 f 在 ( , 上可导，如果)a b f 在 上单调，则( , )a b f 在 上必连续。 ( , )a b

证 由单调函数只可能有第一类间断点，又 f 不存在第一类间断点，所以 f 连续。 

【注】
0

lim ( )
x x

f x


 不存在 0( )f x 不存在。 

例如：

2 1
sin , 0

( )
0, 0

x x
f x x

x

  
 

，
1 1

( ) 2 sin cos , ( 0)f x x x
x x

     

0
lim ( )
x

f x


 不存在，但  (0) 0f  

例 9 [教材例 3] 求分段函数 

2sin , 0,
( )

ln(1 ), 0

x x x
f x

x x

  
 

 
 

的导数。 

解 首先易得 

21 2 cos , 0,
( ) 1

, 0
1

x x x
f x

x
x



.

 
  

 

 

由于 f 在点 连续，且 0x 

            2

0 0

1
(0 0) lim(1 2 cos ) 1, (0 0) lim 1,

1x x
f x x f

x  
       


  

所以 依据导数极限定理推知 在.1)(lim
0




xf
x

f 0x 处可导,且 .1)0( f  

例 10 求 使得 ,a b
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ln( ), 0
( )

, 0x

a x x
f x

e b x

 
   

 

在点 处可导，并求 。 0x  (0)f 

 解 f 在点 处连续，0x  (0 0) (0 0) (0) 1 lnf f f b a        

1
, 0

( )
, 0x

x
f x a x

e x

   
 

 

1 1
(0 0) , (0 0) 1 (0) , (0) 1f f f f

a a            

f 在点 处可导，0x 
1

(0) (0) 1f f
a      

1, 1, (0) 1a b f      

【四】 单调函数 

定理 4  设 在区间 I 上可导,则 在 I 上递增（递减）的充要条件是 )(xf )(xf

0)(  xf  ( 0 ). 

证   若 为增函数,则对每一f Ix 0 ,当 0xx  时,有  

.0
)()(

0

0 



xx

xfxf
 

令 ，即得0xx  .0)( 0  xf  

反之,若 在区间 I 上恒有)(xf 0)(  xf ,则对任意 Ixx 21 , (设 < )，应用拉格朗日

定理，存在

1x 2x

Ix ), 2x ( 1 ，使得 

.0))(()()( 1212  xxfxfxf   

由此证得 在 I 上为增函数． f

定理 5  若函数 在( )上可导，则 在( )上严格递增（严格递减）的充要条件

是： 

f ba, f ba,

    (i) 对一切 ，有 (),( bax 0)(  xf 0)(  xf )； 
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(ii) 在( )的任何子区间上ba, ( ) 0f x  。 

证 若 在( )上严格递增，由f ba, 0)(  xf ，(i)成立。现在用反证法证明(ii)成立。如果

在某个子区间 ( , )I a b 上， ( )f x 0 ，则 ( ) ( )f x c x I  ，这与 在( )上严格递增矛

盾。 

f ba,

反之，由(i)知， 在( )上递增。如不是严格增，即f ba, 1 2 1 2, ( , ),x x a b x x  

2

，使得

1( ) ( )f x f x 。从而 1 2( [ , ])( )f x c x x x  ，因此 1 20( [ , ])( )f x x x x   ，这与条件(ii)矛

盾。 

推论  设函数在区间 I 上可导，若 )0)((0)(  xfxf ，则 在f I 上严格递增(严格递

减)． 

引理 （教材中的注） f 在 ( , 上严格增，在点)a b x a 右连续，则 f 在[ , 上也严格

增。 

)a b

证 只需证 0x a  ，有 0( ) ( )f a f x ，取 1a x x x0   ，则 

1( ) ( ),f x f x 令 1( ) ( )x a f a f x    

从而 1 0( ) ( ) ( )f a f x f x  。 

例 11  讨论下面函数在 R 上的单调性： 

（1） 3( )f x x ；（2） ( ) sinf x x x   

解 （1） 2( ) 3 0,f x x   ( ) 0f x  的点只有一个 0x  ，故 f 严格增。 

（2） ，( ) 1 cos 0f x x    ( ) 0f x  的点为 2 ( 0, 1, 2,x k k )       ，这

些点不构成区间，所以故 f 严格增。 

例 12  [教材例 4]设 ．试讨论函数 的单调区间． xxxf  3)( f

    解  由于 

),13)(13(13)( 2  xxxxf  

1 1
( ) 0 ,

3 3
f x x     ，因此 
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1

( ,
3

  )  
1 1

( ,
3 3

 )  
1

( ,
3
x )  

f         

f        

其大致图像如图 

 

例 13  [教材例 5] 证明不等式 

                           .0,1  xxex

证  记 ，则 ．故当 时，xexf x  1)( 1)(  xexf 0x 0)(  xf ， 严格递增；

当 ， 严格递减．又由于 在

f

0)(  x f,0 fx f 0x 处连续，则当 0x 时，总有（参见上

面引理） 

,0)0()(  fxf  

从而证得 

.0,1  xxex  

例 14  证明：当 时，0x 
3

sin
3!

x
x x  。 

证                 
3

( ) sin
3!

x
f x x x

 
   

 
， (0) 0f  ， 

2

( ) cos 1 , (0) 0
2

x
f x x f     ， 

( ) sin 0( 0)f x x x x     ， 

 f 在[0 严格增（见引理）, )  ( ) (0)( 0)f x f x    f 在[0, ) 严格增（见引

理） 。  ( )f x (0) 0( 0)f x  
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例 15  设 。能否推出0( ) 0f x  f 在某 增。[总练习题：11] 0( )U x

 答 不能。例如 

2 1
sin , 0

( ) 2
0, 0

x
x x

f x x
x

   
 

 

易求得（用定义） 

1 1 1
2 sin cos , 0

2( )
1

, 0
2

x x
x xf x

x

     
 


 

1
(0) 0

2
f    。 

但对任意 ，(0)U f 在 既不是增，也不是减。因为： (0)U

取
1

0( )
2nx n
n 

    


，
3

( ) 0
2nf x     

取
1

0( )
2nx n
n

     ，
1

( ) 0
2nf x      

【五】 导数介值定理[达布（Darboux）定理] 

定理 6（Darboux 定理）  若函数 在 上可导，且f ],[ ba )()( bfaf   ，k 为介于 ，

之间任一实数，则至少存在一点

)(af 

)(bf ),( ba ，使得 

kf  )( . 

    证  设 ，则 在[ ]上可导，且 kxxfxF  )()( )(xF ba,

                   .0))()()(()()(   kbfkafbFaF  

不 妨 设 ． 由 导 数 的 定 义 及 极 限 的 保 号 性 ， 分 别 存 在

，且

0)(,0)(   bFaF

)(),( 0
2 aUxa 0

1 Ux  21 xx  ，使得 

),()( 1 aFxF    ).()( 2 bFxF 

因为 在[ ]上可导，所以连续．根据最值定理，存在一点F ba,  [ ]，使 在点ba, F  取得
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最大值．由上式可知 ba, 。这就说明 是 的极大值点．由费马定理得F 0)(  F ，即 

).,(( bakf  ,)    
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推 论  设 f 在 区 间 I 上 可 导 ， 且 ( ) 0( )f x x I   ， 则 ( ) 0( )f x x  I 或

( ) 0( )f x x  I ，从而 f 在区间 I 上严格单调。 

例 16 （即例 7） 设 f 在[ , 上二阶可导。若]a b ( ) ( ) 0,f a f b f ( ) ( ) 0a f b    ，则

( , )a b  ，使得 f ( ) 0 

( ) 0b 

 

证  ，在[ , 用 Rolle 定理 ( )f a f ]a b

( ) 0,f c a  c b   

对 ( )f x 在[ , 上用 Lag 定理 ],[a c c, ]b

( ) ( 1 1) ( ) 0, 1( )( )f c f a f c f aa c         

(



)

 

2 2) ( ) ( ) 0, 2( ) (f b f c f b f cc b         

)

  

由导数介值定理， 1 2( , ) ( ,a b ( ) 0f   。      ，
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§2  柯西中值定理和不定式极限 

【一】 柯西中值定理 

定理 1 (柯西中值定理)  设函数 和f g 满足: 

(i)在 上都连续； ],[ ba

  (ii)在( )上都可导； ba,

  (iii) 不同时为零；  )()( xgxf  和

  (iv)     ),()( bgag 

则存在 ),,( ba 使得 

.
)()(

)()(

)(

)(

agbg

afbf

g

f










 

证  作辅助函数 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) .

( ) ( )

f b f a
F x f x f a g x g a

g b g a

 
     

 

易见 在 上满足罗尔定理条件，故存在F ],[ ba ),( ba ，使得 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0.

( ) ( )

f b f a
F f g

g b g a
      


 

因为 0)(  g  (否则由上式 )(f  也为零)，所以改写上式便得证． 

【注 1】几何意义，
( )

,
( )

u g x
a x b

v f x


  

，见下图．  

 

【注 2】令 ，则为 Lag 定理 ( )g x x
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【注 3】若 ，则由 Darboux 定理的推论， 严格单调，条件（iii）

和（iv）都满足。 

( ) 0, ( , )g x x a b   ( )g x

例 1（教材例 1）设函数 在[ , 上连续，在( )上可导，则存在f ]( 0)a b a  ba, ),( ba ，

使得 

( ) ( ) ( ) ln
b

f b f a f
a

    

证  把要证的结论变形为 

( ) ( ) ( )
1ln ln

f b f a f

b a









 

取 ，对xxg ln)(  ,f g 用柯西中值定理便得证。 

【例 2】（总练习题：3） 设函数 在[ , 上连续，在( )上可导，且 ，证

明存在

f ]a b ba, 0a b 

),( ba ，使得 

1
( ) ( )

( ) ( )

a b
f f

f a f ba b
   


 

证  结论变形 

2

2

( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1 1 1

x

f f f xf b f a
xb a

b a x 

  





    
  

  
 
 

 

对
( ) 1

( ) , ( )
f x

F x G x
x x

  用柯西中值定理便得证。 

【二】 不定式极限 

    我们把两个无穷小量或两个无穷大量之比的极限统称为不定式极限，分别记为
0

0
型或




型的不定式极限．现在我们将以导数为工具研究不定式极限，这个方法通常称为洛必达

(L’Hospital)法则．柯西中值定理则是建立洛必达法则的理论依据． 

定理 2  (
0

0
型不定式极限)  若函数 和f g 满足： 
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(i) ； 0)(lim)(lim
00




xgxf
xxxx

(ii) 在点 的某空心邻域 上两者都可导，且0x )( 0xU  0)(  xg ； 

(iii) A
xg

xf
xx





 )(

)(
lim

0

( 可为实数，也可为A  或 ) ， 

则 

.
)(

)(
lim

)(

)(
lim

00

A
xg

xf

xg

xf
xxxx








 

证  补充定义 0)()( 00  xgxf ，使得 与f g 在点 处连续．任取0x x  )( 0xU 
，在

区间[ ]或[ ]上应用柯西中值定理，有 xx ,0 0x,x

0

0

( ) ( )( ) ( )
,

( ) ( ) ( ) ( )

f x f xf x f

g x g x g x g





 
 0x x  或 0x x   

当 时,0xx  ,0x 因此 

              
0 0 0

( ) ( ) ( )
lim lim lim .

( ) ( ) ( )x x x x u x

f x f f u
A

g x g g u


  

 
 

 
  

【注】上面极限的理由完全同导数极限的证明(变量替换法）。 

【定理 3】  （


型不定式极限） 若函数 和 g 满足： f

   （i）在 0x 的某右邻域 上两者都可导，且)( 0
0 xU  ;0)(  xg   

 (ii) 
0

lim ( ) ;
x x

g x


   

（iii）
0

( )
lim

( )x x

f x
A

g x





( 可为实数，也可为±A , ) 

则 

0 0

( ) ( )
lim lim .

( ) ( )x x x x

f x f x
A

g x g x  


 


 

[证明略] 

例 1 用洛必达法则证明下面等价无穷小 

（1）  ~ sin ~ 1 ~ ln(1 ), 0xx x e x x  

（2） 21
1 cos ~ , 0

2
x x x   
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（3） (1  ) 1 ~ ( 0), 0x x x     

例 2（几个无穷大的比较） 
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 ln ( 0) ( 0) ,xx x e x
       

（1）
 

/

ln ln
lim lim
x x

x x

x x

 

  

   
   

/ / 1

1
ln 1

lim lim lim 0
( ) ( )x x x

x x
x x x        




  
 

/
  

（2）
/

lim lim
x xx x

x x

e e



 

   
 

 

/ /

1
lim lim 0

(1 )x xx x

x

e e 




 
   

例 3  

0 0

0 0

0 0 0

cos 1 cos sin 2sin cos
lim lim lim

sin 1 cos sinx x x

x x x x x x x x x

x x x x  

   
 

 
 

0
lim 2 cos 2 1 3

sinx

x
x

x

     
 

  

例 4 
0 0

lim lim 1
11

t x

txx t

x t

ee 



 
 


  

例 5 
0/ 0

0 0 0

1 1 sin 1 cos
lim lim lim

sin sin sin sinx x x

x x x

x x x x x x  



  

        x
 

0 / 0

0

sin
lim 0

2cos sinx

x

x x x
 


 

例 6 ，其中
ln 0

0 0
lim lim 1x x x

x x
x e e

  
  

1/

0

ln
lim ln lim 0

t x

tx

t
x x

t






   

例 7  
2

2

1
1 sin1 ln

6

0 0

sin
lim lim

x
x

xx

x x

x
e

x



e

 

    
 

，其中 

2

2 20 0 0

sin cos sin
ln cos sinsinlim lim lim

2 2x x x

x x x x x

sin

x x xx x x
x x x   x


 

   

3 20 0

cos sin sin 1
lim lim

2 6x x

x x x x x

x x  6

 
   
等价无穷小替换

 

例 8  
cos

lim
x

x x

x
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由于
( cos ) 1 sin

lim lim
( ) 1x x

x x x

x 

 



不存在，洛必达法则失效。但 

cos cos
lim lim 1 1
x x

x x

x x 

     
 

 

例 9  
2 22/ /

2

1 11lim lim lim lim
1 1x x x x

x

x x xx
x xx

   

   

   


循环，但 

2

2

1 1
lim lim 1 1
x x

x

x x 


    

例 10 （教材例 14）设 

( )
, 0

( )
0, 0

g x
x

f x x
x

  
 

 

且已知 ， ，试求0)0()0(  gg 3)0( g ).0(f    

    解  因为 ,
)(

0

)0()(
2x

xg

x

fxf





 

所以由洛必达法则得  

20 0

( ) (0) ( ) ( )
(0) lim lim lim

0 2x x x 0

f x f g x g x
f

x x x  

   


 

0

1 ( ) (0) 1
lim (0)

2 0 2x

g x g
g

x

3

2

   


  

【思考】 

(1)上例解法中，已知条件 0)0( g 用在何处? 

(2)如果用两次洛必达法则，得到 

 )0(f
x

xg
x 2

)(
lim

0




.
2

3
)0(

2

1

2

)(
lim

0






g

xg
x

 

错在何处? 

例 11 （教材例 15） 求数列极限
n

n nn
)

11
1(lim

2



 

解  
2 2

2

1 1 ln(1 ) ln
lim ln(1 ) lim

1x x

x x x
x

x x
x
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22

2

2

2 1 2
21lim lim 1,

1 1x x

x
x xx x x

x x
x

 


   

 
  

由归结原则 

2

1 1
ln 1

2 2

1 1 1 1
lim(1 ) lim (1 ) lim

x
n x x x

n x x
e e

n n x x

   
 

  
        

例 12 设 ( )f x 在[0 上可导，, )  lim ( ) ( ) .
x

f x f x A


  证明： 

lim ( )
x

f x A


  

证 
   ( ) ( )( )

lim ( ) lim lim lim ( ) ( )
xx

x xx x x x

e f x f xe f x
f x f

e e



   


x f x A   
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§3  泰勒公式 

多项式函数是各类函数中最简单的一种，用多项式逼近函数是近似计算和理论分析的一

个重要内容．实际上人（计算机）只会做加减乘除运算，对于一个复杂的函数（如 sin , xx e

等）能否用只含加减乘除运算的函数（如多项式，有理分式等）近似，这是非常重要的。 

【一】 带有佩亚诺型余项的泰勒公式 

 先看多项式的系数与其导数的关系。 

设 

2
0 1 0 2 0 0( ) ( ) ( ) ( )n

n .p x a a x x a x x a x x           

(0)
0 0 0 0 0( ) ( ) ( )p x a a p x p x     

1
1 2 0 0( ) 2 ( ) ( )n

np x a a x x na x x         

(1)
0 1 1 0 0( ) ( ) ( )p x a a p x p x      

类似地，
( )

0( ) !k
kp x k a  

( )
0

1
( ), ( 0,1,2, , )

!
k

ka p x k
k

   n                        (1) 

由此可见，多项式 ( )p x 的各项系数由其在点 的各阶导数值所唯一确定． 0x

对于一般函数 ，设它在点 存在直到 阶的导数．系数按公式（1）构造下面多项式： f 0x n

( )
20 0 0

0 0 0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1! 2! !

n
n

n

f x f x f x
T x f x x x x x x x

n

 
        0  

( )
0

0
0

( )
(

!

kn
k

k

f x
)x x

k

                         （2） 

称多项式（2）为函数 在点 处的泰勒(Taylor)多项式， 的各项系数f 0x )(xTn

( )

!

kf x

k
0( )

( 0,1, , )k n   

称为泰勒系数． 
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由（1）知 ( )f x 与 在点( )nT x 0x 有直到n 阶导数值（有的书上叫有 阶接触），即 n

.,,2,1,0),()( 0
)(

0
)( nkxTxf k

n
k                      （3） 

下面讨论误差 ( ) ( ) ( )n nR x f x T x  （称为泰勒余项）的大小。 

定理 1 （带有佩亚诺型余项的泰勒公式）若函数 在点 存在直至 阶导数，则 f 0x n

0( ) ( ) ( ) (( ) )n
n nR x f x T x x x     

即 

20
0 0 0 0

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

2!

f x
f x f x f x x x x x


       

( )
0

0

( )
( ) (( )

!

n
nf x

x x x x
n

    0 )n                  （4） 

证  记 ，现在只要证               0( ) ( )n
nQ x x x 

.0
)(

)(
lim

0


 xQ

xR

n

n

xx
 

由 知， .,,2,1,0),()( 0
)(

0
)( nkxTxf k

n
k 

( )
0 0 0( ) ( ) ( ) 0n

n n nR x R x R x    

又易知， 

( 1) ( )
0 0 0 0( ) ( ) ( ) 0, ( ) !n n

n n n nQ x Q x Q x Q x n      

因为 存在，所以在点 的某邻域 上 存在)( 0
)( xf n

0x 0( )U x f 1n  阶导函数 ．于是，接

连使用洛必达法则 n —1 次，得 

)(xf

0 0 0

( 1)

( 1)

( ) ( ) ( )
lim lim lim

( ) ( ) ( )

n
n n n

nx x x x x x
n n

R x R x R

Q x Q x Q x



  


  


 x

 

0

( 1) ( 1) ( )
0 0

0

( ) ( ) ( )( )
lim

( 1) 2( )

n n n

x x

0f x f x f x x x

n n x x

 



    
 

 

0

( 1) ( 1)
( )0

0
0

( ) ( )1
lim ( )

!

n n
n

x x

f x f x
f x

n x x

 



 
   

0  

形如 的余项称为佩亚诺(Peano)型余项． ))(( 0
nxx 

【注 1】满足 
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 0( ) ( ) ( )n
nf x p x o x x                      （5） 

的多项式 

2
0 1 0 2 0 0( ) ( ) ( ) ( )n

np x a a x x a x x a x x         

不一定泰勒多项式。例如 

1( ) ( )nf x x D x  

其中 狄利克雷函数。除( )D x (0) 0f   外， f 不存在其他任何阶导数。但 

0 0

( )
lim lim ( ) 0

nx x

f x
xD x

x 
   

即 ( ) ( )nf x o x 。若取 

2( ) 0 0 0 0 0n
np x x x x          

则（5）式成立，但 ( )np x 不是 f 的泰勒多项式。 

【注 2】满足（5）的多项式 ( )np x 是唯一的。 

设  0( ) ( ) ( )n
nf x p x o x x    0( ) ( )n

nq x o x x   ，其中 

2
0 1 0 2 0 0( ) ( ) ( ) ( )n

n np x a a x x a x x a x x         

2
0 1 0 2 0 0( ) ( ) ( ) ( )n

n nq x b b x x b x x b x x         

则 

 0( ) ( ) ( )n
n np x q x o x x    

即 

 2
0 0 1 1 0 2 2 0 0 0( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )n n

n na b a b x x a b x x a b x x o x x              

令 0x x ，得  0 0a b

 1 1
1 1 2 2 0 0 0( ) ( )( ) ( )( ) ( )n n

n na b a b x x a b x x o x x            

再令 0x x ，得 1a b1 。同理， 2 2 , , n na b a b   

注 2 说明：泰勒公式的唯一。 

以后用得较多的是泰勒公式在 00 x 时的特殊形式： 
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( )
2(0) (0)

( ) (0) (0) ( ).
2! !

n
nf f nf x f f x x x x

n



             （6） 

它也称为(带有佩亚诺余项的)麦克劳林(Maclaurin)公式． 

定理 2 常用的 Mac 公式： 

(1) );(
!!2

1
2

n
n

x x
n

xx
xe    

(2) );(
)!12(

)1(
!5!3

sin 2
12

1
53

m
m

m x
m

xxx
xx 





  

(3) ;)(
)!2(

)1(
!4!2

1cos 12
242

 m
m

m x
m

xxx
x   

(4) )()1(
32

)1ln( 1
32

n
n

n x
n

xxx
xx   ； 

(5) );(
!

)1()1(

!2

)1(
1)1( 2 nn xx

n

n
xxx  







  

(6) )(1
1

1 2 nn xxxx
x




 ． 

证  这里只验证其中两个公式，其余请读者自行证明． 

（1）  ( ) ( )( ) , ( ) , (0) 1x k x kf x e f x e f  

（2） ，xxf sin)(  )
2

sin()()( k
xxf k  ， 

(2 ) (2 1) 1(0) 0, (0) ( 1) , 1,2,k k kf f k       

（3） ( ) cosf x x ，
( ) ( ) cos( )

2
k k

f x x


  ， 

(2 ) (2 1)(0) ( 1) , (0) 0, 1,2,k k kf f k      

（4） ( ) 1 ( 1)!
( ) ln(1 ), ( ) ( 1) , 1, 2, ,

(1 )
k k

k

k
f x x f x k

x
 n


    


  

( ) 1(0) ( 1) ( 1)!k kf k    

（5） ( )( ) (1 ) , ( ) ( 1) ( 1)(1 )k kf x x f x k x            

( ) (0) ( 1) ( 1)kf k       

记
( 1) ( 1

!
k k

C
k

)    



，

0 1C  ，则 
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0 1 2 2(1 ) ( )n n nx C C x C x C x x
            

 （6）这是（5）的特例。 

例 1（教材例 2）写出 2

2

)(
x

exf


 的麦克劳林公式，并求 与 ．  )0()98(f )0()99(f

解  用 )
2

(
2x

 替换公式（1）中的 x ，便得 

).(
!2

)1(
!222

1 2
2

2

42
2

2

n
n

n
n

x

x
n

xxx
e 





  

由 Taylor 公式的唯一性，上述公式就是 f 的 Mac 公式。 与 的系数分别为 98x 99x

(98) 49 (99)
49

1 1 1
(0) ( 1) , (0) 0.

98! 2 49! 99!
f f  


 

由此得到
(98) (99)

49

98!
(0) , (0) 0.

2 49!
f f  


 

例 2（教材例 3 求 在 处的泰勒公式．  xln 2x

解 由于 ),
2

2
1ln(2ln)]2(2ln[ln




x
xx 得 

2 1
2

1 1 1
ln ln 2 ( 2) ( 2) ( 1) ( 1) (( 2) ).

2 2 2 2
n n

n
x x x x x

n
          

 
 n  

由 Taylor 公式的唯一性，上式就是所求的 Taylor 公式。 

例 3（教材例 4）  求极限
4

2

0

2

cos
lim

x

ex
x

x






. 

解  

22 4 2 4
5 52cos 1 ( ), 1 ( ),

2 24 2 8

xx x x x
x x e x 


         

).(
12

cos 5
4

2

2

x
x

ex
x




 

.
12

1
)(

12

1

lim
cos

lim
4

54

04

2

0

2











 x

xx

x

ex
x

x

x


 

例 4  求
1

cos x
的 Mac 公式（至

4x 项） 

解                 
2 4

4

1 1

cos
1 (

2 24

x x x
o x


 

   
 

)
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22 4 2 4
4 41 ( ) ( )

2 24 2 24

x x x x
o x o x o x

   
          

   
4( )  

2 4 4
4 2 41 5

1 ( ) 1
2 24 4 2 24

x x x
o x x x o x         4( )  

例 5  求极限
0

tan tan sin sin
lim

tan sinx

x x

x x




 

解          3 3 31 1
tan ( ), sin ( )

3 6
3x x x o x x x x o x       

3
3 3 3 31 1 1 1

tan tan tan ( ) ( )
3 3 3 3

3x x x o x x x x x o x                 
     

 

3 32
( )

3
x x o x    

类似地 

3 31
sin sin ( )

3
x x x o x    

3 3

0 0 3 3

tan tan sin sin ( )
lim lim 2

1tan sin ( )
2

x x

x x x o x

x x x o x
 

 
 

 
 

例 6  求极限
 2 3

40

ln(1 sin ) 6 2 cos 1
lim
x

x x

x

   
 

解                     3 41
sin ( )

6
x x x o x    

2
2 3 4 2 41 1

ln(1 sin ) ln 1 ( ) ln 1 ( )
6 3

4x x x o x x x o x
                  





 

2
2 4 2 4 4 2 41 1 1 5

( ) ( )
3 2 3 6

4x x x x o x x x o x         
 

 

 
1

2 41 3
43 32 cos 1 (1 cos ) 1 ( ( ))

2 24

x x
x x o

 
        

 
x  

22 4 2 4 2 4
4 41 1

1 ( ) 1
3 2 24 9 2 24 6 24

x x x x x x
o x o x

   
            

   
( )  

分子
2 4 45

( )
6
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x x o x  
2 4

46 ( )
6 24

x x
o x

 
   

 
47

( )
12

o x    

所以 
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 2 3

40

ln(1 sin ) 6 2 cos 1 7
lim

12x

x x

x

   
   

【二】 带有拉格朗日型余项的泰勒公式 

现在我们将泰勒公式构造一个定量形式的余项，以便于对误差进行估计。 

定理 3 （带有拉格朗日型余项的泰勒公式）若函数 在 上存在直至 阶的连续导

函数，在 内存在 阶导函数，则对任意给定的

f ],[ ba

, 0xx

n

),( ba )1( n ],[ ba ，至少存在一点

),( ba ，使得 

       20
0 0 0 0

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

2!

f x
f x f x f x x x x x


        

( ) ( 1)
10

0 0

( ) ( )
( ) ( )

! ( 1)!

n n
n nf x f

x x x x
n n



.   


 

证  作辅助函数 ],)(
!

)(
))(()([)()(

)(
n

n

tx
n

tf
txtftfxftF    

.)()( 1 ntxtG  

所要证明的 

)(
)!1(

)(
)( 0

)1(

0 xG
n

f
xF

n




 
或

)!1(

)(

)(

)( )1(

0

0






n

f

xG

xF n 
 

不妨设 ,则 与 在 上连续,在 内可导,且 xx 0 )(tF )(tG ],[ 0 xx ),( 0 xx

,)(
!

)(
)(

)1(
n

n

tx
n

tf
tF 



.0))(1()(  ntxntG  

又因 0)()(  xGxF ，所以由柯西中值定理证得 

,
)!1(

)(

)(

)(

)()(

)()(

)(

)( )1(

0

0

0

0














n

f

G

F

xGxG

xFxF

xG

xF n 



 

其中 ),(),( 0 baxx  . 

【注 1】  无论 还是xx 0 0x x ， 可写成 ),10)(( 00   xxx  

【注 2】 时，即为拉格朗日中值公式 0n
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).)(()()( 00 xxfxfxf    

当 时，得到泰勒公式 00 x

( ) ( 1)
2 1(0) (0) ( )

( ) (0) (0) (0 1).
2! ! ( 1)!

n n
n nf f f x

f x f f x x x x
n n

 



       


  

定理 4 常用的 Mac 公式： 

（1）
2

11 ,0
2! ! ( 1)!

n x
x nx x e

e x x x
n n



          


 1, ( , ). 

（2）
3 5 2 1

1sin ( 1)
3! 5! (2 1)!

m
mx x x

x x
m


     


  

).,(,10,
)!12(

cos
)1( 12 


  xx

m

x mm 
 

（3）
2 4 2

cos 1 ( 1)
2! 4! (2 )!

m
mx x x

x
m

       

1 2 2cos
( 1) ,0 1, ( , ).

(2 2)!
m mx

x x
m

      


   

（4）
n

xxx
xx

n
n 1

32

)1(
32

)1ln(    

1,10,
)1)(1(

)1(
1

1




 



x
xn

x
n

n
n 


。 

（5） 1 2 2(1 ) 1 n nx C x C x C x
        1 1(1 ) ,n nC x x

  1n     .1,10  x  

（6） ,
)1(

1
1

1
2

1
2








 n

n
n

x

x
xxx

x 
 0 1, x 1.    

例 7（教材例 6）证明数e为无理数． 

证 由 

).10(
)!1(!

1

!3

1

!2

1
11 


 



n

e

n
e   

得 
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.
1

)14.3!!(!



n

e
nnnnen



  

倘若
q

p
e  ( qp, 为正整数)，则当 时,n!e 为正整数，从而上式左边为正整数．因为qn 

1

3

1


n1 


 n

e

n

e
，所以 时右边为非整数,矛盾．从而 e 只能是无理数． 2n

例 8（教材例 7）用泰勒多项式逼近正弦函数 ，即 xsin

3 5 2 1
1sin ( 1)

3! 5! (2 1)!

m
mx x x

x x
m


     


  

要求误差不超过 ．试以 和
310 1m 2m 两种情形分别讨论 x 的取值范围． 

    （i） 时， ，使其误差满足 1m xx sin

3

3 3cos
sin 10

3! 6

xx
x x x

      

只需 1817.0x (弧度)，即大约在原点左右 范围内． 044210 

（ii） 时，2m
6

sin
3x

xx  ，使其误差满足： 

53
5 3cos

sin 10
6 5! 5!

xx x
x x x

  
     
 

 

只需  (弧度)，即大约在原点左右 范围内。 6543.0|| x 839237 

 参见下图 

 

例 9（Jensen 不等式的特例）设 f 在 上具有二阶导数，且( , )a b ( ) 0, ( , )f x x a b   。
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则对任意 1 2, , , ( , )nx x x a b ，有 

 
中国矿业大学数学学院 

29

1 2 1 2( ) ( ) ( )
( )n nx x

f
  x f x f x f x

n n

   


 
 

证 记 1 2
0

nx x x
x

n

  



，则 0 ( , )x a b ， ( , )x a b  ，有 

2
0 0( ) ( ) ( ) 0 0 0 0 0

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

2!

f
f x f x f x x x x x f x f x x x

       

0

   

从而 

0 0( ) ( ) ( )( )i ix f x f x x x    f

0 0 0
1 1

( ) ( )( ) ( )
n n

i i
i i

( )f x 0nf x f x x nx nf x
 

      

【例 10】（总练习题：12） 设函数 ( )f x 在[ , 上二阶可导,]a b ( ) ( ) 0f a f b   .证明存

在一点 ( , )a b  ,使得 

2

4
( ) ( ) ( )

( )
f f b f a

b a
  


 

证  将函数 f 在点 和b 分别展为带拉格朗日型余项的泰勒公式，并取a
2

a b
x


 ，有 

2

1 1( ) ( ) ( ) ,
2 2 2

a b a b a b a b
f f a f a a f a a                    
      2


 

2

2 2( ) ( ) ( ) ,
2 2 2 2

a b a b a b a b
f f b f b b f b b                    
     

  

两式相减，并注意到 ，得 ( ) ( ) 0f a f b  

   1 22

4 1
( ) ( ) ( ) ( )

( ) 2
f b f a f f

b a
    


 

于是 

 1 22

4 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 2
f b f a f f f

b a
       


 

这里
1 1

2 1

, ( ) (

, ( ) (

f f

f f
2

2

)

)

  


  
     

 

【注】如果火车从起点到终点， (0) 0, ( )s s T S  ，则至少有一时刻的加速度的绝对
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值不小于
2

4S

T
。 

例 11（总练习题：19）设 ( )f x 为 ( , )  上的二阶可导函数，若 ( )f x 在 上

有界，则存在

( , ) 

( , )    ，使 ( ) 0f   。 

证  反证。假设 ，由导数介值定理，有( ) 0, ( , )f x x     ( ) 0f x  或 。 ( ) 0f x 

不妨设 ，则必存在 使( ) 0f x  0 ( ,x   ) 0( ) 0f x  （否则 f 为常数）。由泰勒定理， 

2
0 0 0 0 0 0

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

2

f
0f x f x f x x x x x f x f x x x

          

当 时，令0( ) 0f x  x   得 lim ( )
x

f x


   

当 时，令0( ) 0f x  x 得 lim ( )
x

f x


   

都与 ( )f x 在 上有界性相矛盾。 ( , )
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§4  函数的极值与最大(小)值 

【一】 极值判别 

费马定理给出了取极值的必要条件，下面讨论充分条件。 

定理 1 (极值的第一充分条件)  设 在点 连续，在某 上可导。 f 0x );( 0 xU 

（i） 若当 ),( 00 xxx  时， 0)(  xf  ，当 ),( 00  xxx  时，  ，则

在点 取得极小值. 

0)(  xf

f 0x

（ii）若当 ),( 00 xxx  时， 0)(  xf ，当 ),( 00  xxx 时， ，则 在

点 取得极大值． 

0)(  xf f

0x

（iii）若当 0( ; )x U x  
时， ( ) 0f x  或 ( ) 0f x  ，则 在点 不取极值． f 0x

证  只证（ii）． 

由条件， 在f ),( 00 xx  内递增，在( 00 , xx )内递减，又由 在 处连续（见第

1 节引理），故对任意

f 0x

);( 0 xUx )，恒有 ).0x()( fxf  即 在 取得极大值． f 0x
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定理 2 (极值的第二充分条件)  设 在 的某邻域f 0x );( 0 xU 上一阶可导，在 处

二阶可导，且 ． 

0xx 

0)(,0)( 00  xfxf

（i）若 0)( 0  xf ，则 在 取得严格极大值． f 0x

（ii）若 ，则 在 取得严格极小值． 0)( 0  xf f 0x

（iii）若 ，无法判别。 0( ) 0f x 

证  由条件，可得 在 处的二阶泰勒公式 f 0x

0x 0x 0x
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 2 2
0 0 0 0 0 0

1
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) .

2!
f x f x f x x x f x x x x x         

由于 因此 ,0)( 0  xf

20
0 0

( )
( ) ( ) (1) ( ) .

2

f x
f x f x x x

       
 

这里 ，又因 故存在正数
0

lim (1) 0
x x

o


 ,0)( 0  xf   ，当 0( ; )x U x   
时， 

0

1
(1) ( )

2
o f  x  

此时 )(
2

1
0xf  )1( 与 )(

2

1
0xf  同号。所以，当 0)( 0  xf 时，对任意 0( ; )x U x   

有 

0)()( 0  xfxf ， 

即 在 取得严格极大值。同样对f 0x ,0)( 0  xf 可得 在点 取得严格极小值。 f 0x

 若 ，则 在点 取极小、取极大和不取极值都有可能。如 0( ) 0f x  f 0x

4 4 3( ) , ,f x x x  x 在 0x  处分别取极大、极小和不取极值。 

例1（教材例 1）求
3 2)52()( xxxf  的极值点与极值． 

 

解  3 2)52()( xxxf  3

2

3

5

52 xx  在 );(  上连续，且当 时，有 0x

3
3

1
3

2 1

3

10

3

10

3

10
)(

x

x
xxxf


   

易见， 为 的稳定点， 为 的不可导点[注：可从定义验证，也可由导数极限定

理， ]。 

1x

(0)f

f

,

0x



f

(0)f   

x  ( ,0 )  0  (0,1)  1 (1, )  

f     不存在   0    

f    0 极大   3 极小   
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x
xxf

432
)( 2 例 2（教材例 2）  求 的极值点与极值 

 
解  当 时， 0x

        
2

432
2)(

x
xxf 

2

3 4322

x

x 
 。 

令 求得稳定点 又因 ,0)(  xf ,6x ,06)
864

2()6( 63
 xx

f 故 为 的极小

值点，极小值

6x  f

108)6( f ．  

    对于应用二阶导数无法判别的问题，可借助更高阶的导数来判别． 

定理 3 (极值的第三充分条件)  设 在 的某邻域内存在直到f 0x n 1 阶导函数，在 处

阶可导，且

0x

n )(,2,1(0)( 0
)(

0
)( xkxf nk   ),1 f,n 0 ，则 

（i）当 为偶数时， 在 取极值， 取极大， 取极小． n f 0x 0)( 0
)( xf n 0)( 0

)( xf n

（ii）当n 为奇数时， 在 处不取极值． f 0x

证 
( )

0
0 0

( )
( ) ( ) (1) ( ) .

!

n
nf x

f x f x x x
n


 

     
 

 

当 为偶数时，证明同定理 2. n

当 为奇数时，在 的附近n 0x
( )

0( )
(1)

!

nf x

n
 不变号，而 0( n)x x 变号，故不取极值。 

    例 3  试求函数 的极值． 2 3( ) ( 1) 1f x x  

解 由于 ， 2 2( ) 6 ( 1) , ( ) 0 1,0,1f x x x f x x      

2 2( ) 6( 1)(5 1), (0) 6 0f x x x f      ，极小， ( 1) 0f     

2( ) 24 (5 3), ( 1) 0f x x x f     ，不取极值。 

 参见下图 
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【注】上述三个定理都是判定极值的充分条件，而非必要条件。例如 

2

1

, 0( )
0, 0

xe xf x
x

  
 

 

在 处取极小值 ，但 。 0x  0f  ( ) (0) 0( 1,2, )kf k  

【二】 最大值与最小值 

若函数 在闭区间[ ]上连续，则 在[ 上一定有最大、最小值． 最值只可能是f

)

ba, f ],ba

( ), (f a f b ， ( )if x （ ix 为稳定点或不可导的点），比较它们的值的大小即可求出最值。 

例 4（教材例 4） 求函数   xxxxf 1292 23  在闭区间 





2

5
,

4

1
上的最大值与最

小值 

解  函数 在闭区间f 





2

5
,

4

1
上连续，故必存在最大最小值．由于   

  xxxxf 1292 23   1292 2  xxx  

由于

2
2 9 15

2 9 12 2
4 8

x x x       
 

0，故 

 

 

2

2

1
2 9 12 ,

4( )
5

2 9 12 ,0 ,
2

x x x x
f x

x x x x

      
    


0,
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因此             
  

  

2

2

1
6 18 12 6 1 2 , 0

4
5

6 18 12 6 1 2 ,0 .
2

x x x x x
f x

x x x x x

           
       


,
 

又因 ，所以由导数极限定理推知函数在 处不可导．     1200,1200  ff 0x

求出函数 在稳定点 ，不可导点f 2,1x 0x ，以及端点
2

5
,

4

1
x 的函数值 

      .5
2

5
,

32

115

4

1
,00,42,51 













 fffff  

所以函数 在 处取最小值0 ，在f 0x 1x 和
2

5
x 处取得最大值5  

 

例 5 （教材例 6） 剪去正方形四角同样大小的正方形后制成一个无盖盒子，问剪去小

方块的边长为何值时，可使盒子的容积最大． 

 

x ，则盒子的容积为 ].
2

,0[,)2()( 2 a
xxaxxV   令 解  设每个小方块边长为

,0)
2

)(
6

(12)(  a
x

a
xxV  

在 0,
2

a 

 

内解得稳定点
6

a
x  ，并由 04)

6
(  a
a

V 知道
27

2
)

6
(

3aa
V  为极大值．显然该

极大值即为最大值。 

例 6(习题 6.4：5) （常用结论） 设 在区间)(xf I 上连续，并且在 I 上仅有唯一的极

值点 0x 。证明：若 0x 是 的极大（小）值点，则f 0x 必是 在f I 上的最大（小）值点。 
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解  设 0x 是 的极大值点。下面用反证法证明。 f

假设 0x 不是 在f I 上的最大值点。于是存在 1x I ，使得 1( ) ( )0f x f x ，不妨设

0 1x x 。 

f 在 闭 区 间 0 1[ , ]x x 上 连 续 ， 从 而 f 在 0 1[ , ]x x 上 有 最 小 值 点 x 。 因 为

1 0( )( ) ( )f x f x f x ，所以 1x x  ；又因为 0x 是 f 仅有唯一的极值点，且为极大值点，

所以存在 0 0 ) 0 1[ , ]( ,x x x x x    使得 0( ) ( ) ( )f x f f xx  ，所以 0x x  。 

这说明 0 1( , )x x x 是 f 的一个极小值点，与 f 仅有唯一的极值点相矛盾。 

例 7  设0 1  。证明：当 时，0x  1x x     。 

 

证 ( )f x x x  ，  1( ) 1 0 1f x x x        (1) 1 0f  ，    。故 f

仅有唯一的极值点 1x  ，且为极大值点，由上题 1x  是最大值点。因此 

( ) (1) 1 , 0f x x x f x         
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§5  函数的凸性与拐点 

定义  设 为定义在区间f I 上的函数，若对 I 上的任意两点 和任意实数21 , xx )1,0(

总有 

)()1()())1(( 2121 xfxfxxf                （1） 

则称 为f I 上的凸函数．反之，如果总有 

)()1()())1(( 2121 xfxfxxf                （2） 

则称 为f I 的凹函数． 如果（1）与（2）的不等式改为严格不等式，则相应的函数称为严

格凸函数和严格凹函数． 

   易证：若 为区间f I 上的凸函数，则 为区间f I 上的凹函数．故只需讨论凸性即可． 

几何意义见下图 

 

凸函数的几何特征是，曲线上任两点连弦，曲线总在弦的下面。 

例 1  证明 ( )f x x 是R 上的凸函数. 

证 1 2, ,x x R 0 1   ，有 

 1 2 1 2 1 2 1(1 ) (1 ) (1 ) ( ) (1 ) ( )2f x x x x x x f x f                  x  

引理  为f I 上的凸函数的充要条件是：对于 I 上的任意三点 ,321 xxx  总有 





12

12 )()(

xx

xfxf

23

23 )()(

xx

xfxf




 

或 
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.
)()()()()()(

23

23

13

13

12

12

xx

xfxf

xx

xfxf

xx

xfxf
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[证明自学，此略] 

定理 1   设 为区间f I 上的可导函数，则下述论断互相等价： 

1   为f I 上凸函数； 

    2 f 为 I 上的增函数； 

    对3 I 上的任意两点 ，有21 , xx ))(()()( 12112 xxxfxfxf  ． 

证 ( )  任取 21  I 上两点  (21 , xx 21 xx  )，当 1 2x x x  时，由引理 

1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x

x x x x

 


 
 

令 1x x ，得 2
1

2 1

( ) ( )
( ) 1f x f x

f x
x x

 


，再令 2x x ，得 2 1
2

2 1

( ) ( )
( )

f x f x
f x

x x

 


 

因此 1 2( ) ( )f x f x  ，即 f 增。 

( )   32  1 2,x x I  ，若 1 2x x ，则由拉格朗日中值定理和 f 递增，有 

))(())(()()( 1211212 xxxfxxfxfxf   ． 

若 1 2x x ，则 1 2 1( ) ( ), ( ) 0f f x x x    ，仍有 

))(())(()()( 1211212 xxxfxxfxfxf    

( )   13  1 2,x x I  ，取 213 )1( xxx    0 1  ．由 ，并利用 3

1 3 1 2(1 )( )x x x x    ， 2 3 2 1( )x x x x    

得 

1x 2x
3x
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1 3 3 1 3 3 3 1 2( ) ( ) ( )( ) ( ) (1 ) ( )( )f x f x f x x x f x f x x x         

2 3 3 2 3 3 3 2( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 .f x f x f x x x f x f x x x        

分别用和 1 乘上列两式并相加，便得 

))1(()()1()( 2121 xxfxfxf   ． 

从而 为f I 上的凸函数． 

【注】 论断 几何意义：曲线
3 )(xfy  总在它的任一切线之上．这是可导凸函数的

几何特征． 

 

定理 2  设 为区间f I 上的二阶可导函数，则在 I 上 为凸（凹）函数的充要条件是 f

Ixxfxf  ),0)((0)( ． 

证 凸f f  增  ( ) 0f x 

【注】上面不等号改为严格不等号，则为严格凸（凹） 

例 2  （教材例 1）讨论函数 xxf arctan)(  的凸（凹）性区间。 

   解  
2 2

1 2
( ) , ( )

1 (1 2)

x
f x f x

x x

  
 

， 

当 时，0x ( ) 0f x  ；当 时，0x  0)(  xf ． 

从而在( ]上 为凸函数，在[0, f ,0 )上 为凹函数． f

例 3  （教材例 2）若函数 为定义在开区间f  ,a b

f

上的可导的凸（凹）函数，则

, 为 的极小（大）值点的充要条件是 为 的稳定点，即 ． ax (0  )b f 0x 0)( 0  xf

证  下面只证明 为凸函数的情形．  f
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必要性已由费马定理可出，现在证明充分性． 
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    任取  内的一点 ，它与 一起有 ,a b )( 0xx  0x

).)(()()( 000 xxxfxfxf   

因 ，故0)( 0  xf ),( bax 有 ，即 为 的极小值点（且为最小值点）． )()( 0xfxf  0x f

例 4（教材例 3）若函数 为开区间f  ,a b 上的凸函数，不恒为常数。证明： f 不取最

大值。 

证  若不然，设 0( )f x 是最大值。 1 2 1 0 2, ( , ),x x a b x x x    ，如果 0 1( ) ( )f x f x 或

0( ) ( )2f x f x ，由凸函数的定义，有 

2 0 0 1 2 0 0 1
0 1 2 0

2 1 2 1 2 1 2 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x x x x x x x

0f x f x f x f x
x x x x x x x x

   
    

   
f x

2

 

矛盾。只有 0 1( ) ( ) ( )f x f x f x  。 

例 4（教材例 3）（延森(Jensen)不等式）  若 为 上凸函数，则对任意f ],[ ba [ , ]ix a b ，

0i  ， ， ，有 ( 1,2, , )i n 
1

1
n

i
i






1 1

( ) (
n n

i i i i
i i

).f x f 
 

  x  

证  应用数学归纳法．当 时，命题显然成立．设2n kn  时命题成立．即对任意

及 都有 ],[,,, 21 baxxx k 
1

0, , , 1,
n

i i
i

i k 


1,2 

1 1

( ) (
k k

i i i i
i i

).f x f 
 

  x  

现设 及 ],[,,, 121 baxxxx kk 

1),1,,2,1(0
1

1

 




k

i
ii ki    

令
1

, 1, 2, ,
1

i
i

k

i k,

 

 


 则
1

1
k

i
i




 ．由数学归纳法假设可推得 
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)( 112211  kkkk xxxxf    

1 1 2 2
1 1

1

(1 )
1

k k
k k

k

x x x
f x

   
 



   
    


1k

1k k

 

1 1 1 2 2 1(1 ) ( ) ( )k k kf x x x f x             

1 1 2 2 1 1(1 )[ ( ) ( ) ( )] ( )k k k k kf x f x f x f x             

1 2
1 1 2

1 1 1

(1 ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

k
k k

k k k

f x f x f x 1 1( )k k

 
  

  

 
        

 f x    

1

1

( ).
k

i i
i

f x




  

这就证明了对任何正整数 ，结论成立。 )2(n

例 5  (教材例 8) 设 为开区间f I 内的凸（凹）函数，证明 在f I 内任一点 都存在

左、右导数。 

0x

证  下面只证凸函数 在 存在右导数.  f 0x

设 < 则对0 ,21 hh  20100 hxhxx  （这里取充分小的 ，使 + 由引

理 

2h 0x ),2 Ih 

               
2

020

1

010 )()()()(

h

xfhxf

h

xfhxf 



 

令 ,
)()(

)( 00

h

xfhxf
hF


 故由上式可见 为增函数，任取F Ix  且 则对任何

只要 也有 

0xx 

,0h ,0 Ihx 

).(
)()()()( 00

0

0 hF
h

xfhxf

xx

xfxf








 

因而函数 在 上有下界．故极限 存在，即( )F h 0h 
0

lim ( )
h

F h


)( 0xf 存在。 

 推论  设 为开区间f I 上的凸（凹）函数，则 在f I 上连续。 

例 6  证明
2

sin , (0, )
2

x x x



  ， 
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证  
2

( ) sin , (0) ( )
2

f x x x f f



   ， ( ) sin 0, (0, )

2
f x x x

      

( )f x 在严格凹， ( ) min (0), ( ) 0
2

f x f f
   

 
 

定义  设曲线 在点 处有穿过曲线的切线．且在切点近旁，曲线在

切线的两侧分别是严格凸和严格凹的，这时称点 为曲线

)(xfy  ))(,( 00 xfx

))(,( 00 xfx )(xfy  的拐点． 

由定义可见，拐点正是凸和凹曲线的分界点． 

 

例如： 为(0,0) arctany x 的拐点．正弦曲线 siny x 有拐点 kk ),0,(  为整数． 

定理 3 （拐点必要条件）若 在 二阶可导，则 为曲线 的拐点

的必要条件是 . 

f 0x ))(,( 00 xfx )(xfy 

0)( 0  xf

证 设 f 在 上凸，在 上凹。则0( )U x


0( )U x
 f 在 严格增，在 严格减。

于是 

0( )U x


0( )U x


0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim 0

x x

f x f x
f x

x x

   


，
0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim 0

x x

f x f x
f x

x x

   


 

从而 。 0)( 0  xf

【注】 0)( 0  xf 只是必要条件，如 不是拐点。 4( ) , (0) 0, (0,0)f x x f  

定理 4（拐点充分条件） 设 在 可导，在某邻域 上二阶可导．若在

和 上 的符号相反，则

f 0x )( 0xU  )( 0xU 


)( 0xU 
 )(xf   0 0, ( )x f x 为曲线 )(xfy  的拐点． 

证 在 可导，则f 0x f 在  0 0, ( )x f x 有切线。设当 0( )x U x 
时， ；当( ) 0f x 

0( )x U x 
时， ( )f x 0  。则 f 在 严格凹，曲线在切线下方，)( 0xU 

 f 在 严格

凸，曲线在切线上方。说明 

0( )U x


0 0, ( )x f x 是拐点。 
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§6  函数图像的讨论 

【一】 曲线的渐近线 

[见教材第三章] 

定义  若曲线C 上的动点 P 沿着曲线无限地远离原点时，点 P 与某定直线 的距离趋

于 ，则称直线 为曲线C 的渐近线。 

L

0 L

 

下面我们讨论曲线 在什么条件下存在斜渐近线 xfy  bkxy  与垂直渐近线

，以及怎样求出渐近线方程. 0xx 

现假设曲线  xfy  有渐近线 bkxy  .如图所示，曲线上动点 到渐近线的距离

为 

P

   
2

1
cos

1
PN PM f x kx b

k
   


 

按渐近线的定义，当 x 时（ ,x x 与之似）， 0PN 既有 

x
lim      0 bkxxf  

或 

x
lim    bkxxf                            （1） 

又由 

x
lim

 




  k

x

xf
x

lim    0.0
1

 bkxxf
x

 

得到 

x
lim

 
k

x

xf
                          （2） 
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由上面的讨论可知.若函数  xfy  有斜渐近线 bkxy  ，常数 与b 可相继由（2）

式和（1）式来确定；反之，若由（2），（1）两式求得 与 ，则可知

k

k b 0PN  x

从而 为曲线 的渐近线. bkxy  xfy  
若函数满足 

  


xf
xx 0

lim （或   


xf
xx 0

lim ，   


xf
xx 0

lim ）. 

则按渐近线的定义可知，曲线  xfy  有垂直于 x 轴的渐近线 0xx  ，称为垂直渐近线. 

【二】 作函数图像的一般程序 

1．求函数的定义域； 

2．考察函数的奇偶性、周期性； 

3．求函数的某些特殊点，如与两个坐标轴的交点，不连续点 

4．确定函数的单调区间，极值点，凸性区间以及拐点； 

5．考察渐近线； 

6．综合以上讨论结果画出函数图像． 

下面举例说明如何按照上述程序作出函数的图像． 

例 1 （教材例）讨论函数
3 3 2( ) 1f x x x x    的性态，并作出其图像。 

解 由于 

,1)1(1)( 33 23 23  xxxxxxf  

可见此曲线与坐标轴交于 三点。 (1,0), ( 1,0), (0,0)

 求出导数： 

23 3

1
3( ) ,

1 ( 1)

x
f x

x x


 

  
 

由此得到稳定点
3

1
x ，不可导点 x ±1．但因函数在 1x 处连续，  ，

所以在

1|  xy 

x =±1 处有垂直切线． 

 再求二阶导数： 
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4 53 3

8
( ) .

9 ( 1) ( 1)
f x

x x
  

  
 

 列表： 

x  ( ,1 )  1  
1

1,
3

   
 

 1

3
  1

,1
3

  
 

1 (1, )

( )f x    ∞   0    ∞   

( )f x
 

  不存在       不存在   
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( )  凸增 
拐点

 ( 1,0)
凹增 

极大值

32
4

3
 

凹减 
极小值 

0  
凹增 f x

求渐近线 

  3 3 2 1
lim lim 1
x x

f x x x x

x x 

  
   

   3 3 2lim ( ) lim 1
x x

f x x x x x x
 

       

3 2 3

3 2 2/3 3 2 1/3 2

( 1)
lim

( 1) ( 1)x

x x x x

x x x x x x x x

   
 

       
1

3
  

因此，有斜渐近线 

1

3
y x   

 画草图如下： 

 

例 2 （正态分布）讨论函数

2

2
1

( )
2

x

f x



 e

)

的性态，并作图。 

解 定义域： ( ,  ，偶函数。求一阶导数： 

2

2
1

( )
2

x

f x x



   e  
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稳定点只有 。求二阶导数： 0x 

2

2 2
1

( ) ( 1)
2

x

f x x



   e  

( ) 0 1f x x     。 

渐近线：  0y 

x  0  (0,1)  1  (1, )  

( )f x  0        

( )f x      0    

( )f x  极大值
1

2
 凹减 拐点

1
(1, )

2 e
 凸减 
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