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关于镜面反射矩阵的注记

吾勃日满达福，　李红裔，　赵　迪
（北京航空航天大学 数学科学学院，北京 １００１９１）

　　［摘　要］涉及到矩阵分解时，镜面反射矩阵起着非常重要的作用．讨论镜面反射矩阵的若干性质，给 出

了镜面反射矩阵一个重要性质的逆命题．即当ｎ阶 Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵的特征值与镜面反射矩阵的特 征 值 相 同 时，

该 Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵恰好是一个镜面反射矩阵．
［关键词］镜面反射矩阵；Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵；特征值与特征向量

［中图分类号］Ｏ１５１．２１　　［文献标识码］Ｃ　　［文章编号］１６７２－１４５４（２０２０）０３－０１１４－０４

１　引　　言

线性代数是代数学的一个分支，主要处理线性关系问题，其最重要的核心内容为矩阵代数．很多问

题可归结为矩阵问题，而解决矩阵问题时常用的方法为矩阵变换及矩阵分解［１］．当涉及到矩阵分解时，
镜面反射矩阵有着很重要的作用．例如，利用镜面反射阵 和 旋 转 阵 可 以 对 不 可 逆 矩 阵 进 行 有 效 的 ＱＲ
分解．

在文［２］中，利用镜面反射阵证明了平面ｐｘ＋ｑｙ＋ｒｚ＝ｄ和椭球面ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２＋

ｚ２
ｃ２ ＝１

相交当且仅

当 ａｐ（ ）２＋ ｂｑ（ ）２＋ ｃｒ（ ）槡 ２ ≥｜ｄ｜．此外，处理有关电磁干扰信号领域中的问题时镜面反射阵也起着

很重要的作用．例如，阵列信号处理．阵列信号处理的研究内容主要包括波达方向估计和自适应波束形

成，其中对于波达方向估计，可以利用镜面反射变换对阵列信号的协方差矩阵进行降阶等．为了进一步

研究镜面反射阵的其它性质及应用，本文在讨论镜面反射阵的基本性质的基础上，给出一个镜面反射阵

性质的逆命题．

２　镜面反射阵及性质

定义１［３］　设Ｘ＝ ａ１，ａ２，…，ａｎ（ ）Ｔ ∈ 瓘ｎ 为一个非零列向量，形如

Ａ＝Ｉ－２ＸＸ
Ｈ

｜Ｘ｜２

的ｎ阶方阵称为镜面反射阵（或 Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄｅｒ阵），其中Ｉ为ｎ阶单位矩阵，ＸＨ 表示Ｘ 的共轭转置．
特别地，当Ｘ为单位向量时，有Ａ＝Ｉ－２ＸＸＨ．
下面列出镜面反射阵的一些性质．
性质１［３］　设Ａ为ｎ阶镜面反射矩阵，则有

（ｉ）Ａ为 Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵，即ＡＨ＝Ａ；



（ｉｉ）Ａ２＝Ｉ；
（ｉｉｉ）Ａ为酉矩阵；
（ｉｖ）Ａ－１＝ＡＨ＝Ａ．
性质２［３］　设Ａ为ｎ阶镜面反射阵，则Ａ的特征值为λ１＝－１，λ２＝…＝λｎ＝１．
由此可知，镜面反射阵Ａ的行列式满足：ｄｅｔ（Ａ）＝－１．
在文［４］中，作者用不同的３种方法证明了性质２．其它关于特征值的性质可见参考文献［５］．

３　引　　理

为了进一步讨论镜面反射矩阵的性质，下面给出两个引理：
引理１　设Ａ为ｎ阶镜面反射矩阵，Ｘ，Ｙ∈瓘ｎ 为两个非零向量，则有

（ｉ）ＡＸ＝－Ｘ；
（ｉｉ）若Ｘ⊥Ｙ（正交），则ＡＹ＝Ｙ．
注　本文中采用列向量记号，例如Ｘ＝ ａ１，ａ２，…，ａｎ（ ）Ｔ 是列向量．

证　（ｉ）利用镜面反射阵公式Ａ＝Ｉ－２ＸＸ
Ｈ

｜Ｘ｜２
，及ＸＨＸ＝｜Ｘ｜２，直接计算可知

ＡＸ＝ Ｉ－２ＸＸ
Ｈ

｜Ｘ｜２（ ）Ｘ＝Ｘ－２Ｘ｜Ｘ｜２｜Ｘ｜２
＝Ｘ－２Ｘ＝－Ｘ；

（ｉｉ）由于Ｘ⊥Ｙ，故，内积〈Ｙ，Ｘ〉＝ＸＨＹ＝０．因此

ＡＹ＝ Ｉ－２ＸＸ
Ｈ

｜Ｘ｜２（ ）Ｙ＝Ｙ－２ＸＸＨＹ｜Ｘ｜２
＝Ｙ－２Ｘ

〈Ｙ，Ｘ〉
｜Ｘ｜２

＝Ｙ．

引理２　（ｉ）设α，β∈瓗ｎ 为实向量，且｜α｜＝｜β｜，则（α－β）⊥（α＋β）；
（ｉｉ）设α，β∈瓘ｎ 为复向量，若｜α｜＝｜β｜且内积〈α，β〉＝βＨα为实数，则（α－β）⊥（α＋β）．
证　要证（α－β）⊥（α＋β），只需证明内积〈α－β，α＋β〉＝０即可．
（ｉ）由于α，β∈瓗ｎ，故内积〈β，α〉＝〈α，β〉，又根据内积的性质得到

〈α－β，α＋β〉＝〈α，α〉＋〈α，β〉－〈β，α〉－〈β，β〉＝｜α｜２－｜β｜２＝０；
（ｉｉ）由于α，β∈瓘ｎ 且 内 积〈α，β〉＝βＨα 为 实 数，则 有〈β，α〉＝〈α，β〉＝〈α，β〉，从 而 根 据 内 积 性 质

可知

〈α－β，α＋β〉＝〈α，α〉＋〈α，β〉－〈β，α〉－〈β，β〉＝｜α｜２－｜β｜２＝０．
值得注意的是引理２的几何意义是“欧氏空间中棱形的对角线必相互正交”．

４　主要结果

利用上面的引理，给出以下定理的简单证明．
定理１　设α，β∈瓘ｎ，｜α｜＝｜β｜且内积〈α，β〉＝βＨα为实数，则存在镜面反射阵Ａ使Ａα＝β且

Ａ＝Ｉ－２
（α－β）（α－β）Ｈ

｜α－β｜２
．

图１

证　由镜面反射阵的公式Ａ＝Ｉ－２ＸＸ
Ｈ

｜Ｘ｜２
及引理１（ｉ）有ＡＸ＝－Ｘ．令Ｘ＝α－β（或Ｘ＝β－α），如下

图１所示．
由于｜α｜＝｜β｜且〈α，β〉＝βＨα 为 实 数，则 由 引 理２（ｉｉ）得 知

（α－β）⊥（α＋β），即Ｘ⊥（α＋β）．
根据性质１（ｉ），（ｉｉ）可得

Ａ（α－β）＝－（α－β），　Ａ（α＋β）＝α＋β，
将上面两个等式相加，得到２Ａα＝２β，即Ａα＝β．

注意到定理１中的条件α，β是复向量，对于 实 向 量 也 有 如 下
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类似的结论：

推论　设α，β∈瓗ｎ，若｜α｜＝｜β｜，则存在镜面反射阵Ａ使得Ａα＝β成立．
为了更好地理解上面的定理１及推论，下面给出两个例子．

例１　设α＝
１
１（），β＝ 槡－ ２

０

烄

烆

烌

烎
∈瓗２，求镜面阵Ｐ＝Ｉ－２

（α－β）（α－β）Ｈ

｜α－β｜２
，并且验证Ｐα＝β．

解　从条件得｜α｜＝｜β｜ 槡＝ ２，且α－β＝ 槡１＋ ２
１

烄

烆

烌

烎
．通过计算得到

（α－β）（α－β）Ｈ＝
槡 槡３＋２２ １＋ ２

槡１＋ ２ １

烄

烆

烌

烎
，　｜α－β｜２ 槡＝４＋２　２，

则有

Ｐ＝Ｉ－２
（α－β）（α－β）Ｈ

｜α－β｜２
＝槡２２

－１ －１
－１　

＝槡
１（ ），

并且有

Ｐα＝槡２２
－１ －１
－１ １（ ）１１（）＝槡２２ －２

０（ ）＝ 槡－ ２
０

烄

烆

烌

烎
＝β．

例２　设α＝
１
ｉ（），β＝ ｉ１（）∈瓘２　ｉ　２＝－１（ ），求镜面阵Ｐ＝Ｉ－２

（α－β）（α－β）Ｈ

｜α－β｜２
，验证Ｐα＝β．

解　条件可得｜α｜＝｜β｜ 槡＝ ２，且〈α，β〉＝βＨα＝０为实数，α－β＝
槡１＋ ２
１

烄

烆

烌

烎
．计算可得

（α－β）（α－β）Ｈ＝２
１ －１
－１　 １（ ），　｜α－β｜２＝４，

则有

Ｐ＝Ｉ－２
（α－β）（α－β）Ｈ

｜α－β｜２
＝
０　１
１　０（ ），

并且有

Ｐα＝
０　１
１　０（ ）１ｉ（）＝ ｉ１（）＝β．

最后给出一个关于镜面反射阵性质２的逆命题．
定理２　设ｎ阶 Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵Ａ的特征值为λ１＝－１，λ２＝…＝λｎ＝１，则Ａ是一个镜面反射阵．即，

存在单位向量Ｘ∈瓘ｎ（ＸＨＸ＝｜Ｘ｜２＝１），使得Ａ＝Ｉ－２ＸＸＨ．
证　由于矩阵Ａ的特征值为λ（Ａ）＝ －１，１，…，１｛ ｝，从而Ｉ－Ａ的特征值为

λＩ－Ａ（ ）＝ ２，０，…，０｛ ｝，

且矩阵Ｉ－Ａ为 Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵．
根据 Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵分解定理，存在酉矩阵Ｑ＝ Ｘ，Ｘ２，…，Ｘｎ（ ）使得

ＱＨ　Ｉ－Ａ（ ）Ｑ＝
２

０

烄

烆

烌

烎

，

即

Ｉ－Ａ＝Ｑ
２

０

烄

烆

烌

烎
ＱＨ＝２Ｑ

１
０


０

烄

烆

烌

烎

１　

０

烄

烆

烌

烎

０ … ０（ ）ＱＨ＝２　Ｑｅ１（ ）Ｑｅ１（ ）Ｈ．

其中
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Ｑｅ１＝ Ｘ，Ｘ２，…，Ｘｎ（ ）

１
０


０

烄

烆

烌

烎

＝Ｘ，

上式中间利用了满秩分解．
从而有Ｉ－Ａ＝２ＸＸＨ，即Ａ＝Ｉ－２ＸＸＨ 为镜面反射阵．

５　结　　论

镜面反射阵在矩阵的应用计算中有着非常重要的作用．一方面它可以对一些不可逆矩阵进行ＱＲ
分解，而施密特方法对不可逆矩阵失效．另一方面，可以利用镜面反射阵快速把一个非零向量扩充为瓘ｎ

中的正交基等等．本文利用 Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵分解定理，在讨论镜面反射阵的基本性质的基础上，给出了镜

面反射阵性质的一个逆命题及其证明．这有助于进一步了解镜面反射阵的结构与作用．
致谢　非常感谢相关文献对本文的启发以及审稿专家提出的宝贵意见．
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