
§4 函数的极值与最大（小）值 

数学分析  第六章  微分中值定理及其应用 
高等教育出版社 

极值判别 最大值与最小值 

函数的最大值和最小值 
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最大值与最小值 



§4 函数的极值与最大（小）值 

数学分析  第六章  微分中值定理及其应用 
高等教育出版社 

极值判别 最大值与最小值 

最大值与最小值 
由连续函数的性质,  若 f (x) 在 [a, b] 上连续, 那 

只可能在极值点、区间端点和不可导点之中取得. 

一定是极大(小)值.  

区间内部(不是端点)取得最大(小)值, 那么这个值 

因为极大(小)值是局部的最大(小)值,  

值提供了理论上的保证. 

么一定有最大、最小值,  这为求函数的最大(小) 

这也就告诉我们: 最大(小)值 

最大值与最小值 

故若函数在 
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(1) ( ) ( , )f x a b求出 在 上的稳定点；

(2) ( , ) ( )a b f x′求出 上 不存在的点；

下面具体介绍求函数最大(小)值的方法. 

(3) 设(1)和(2)的点为 .,,, 21 nxxx 

可知 f (x) 在 [a, b]上有 

{ }1max ( ), ( ), , ( ), ( ) ,nM f a f x f x f b= 最大值

{ }1min ( ), ( ), , ( ), ( ) .nm f a f x f x f b= 最小值

由前面的分析 

最大值与最小值 
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例 5 |1292|)( 23 xxxxf +−=求函数 在区间 
1 5,
4 2

 −  
上的最大、最小值. 

解 1 5( )  ( ) .
4 2

f x  −  
在 ， 上连续，故最大 小 值存在

f x x x x2( ) (2 9 12)= − +

2

2

1(2 9 12) , 0
4 ,

5(2 9 12) , 0
2

x x x x

x x x x

− − + − ≤ ≤= 
 − + < ≤


最大值与最小值 
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所以 x x
f x

x x

2

2

6 18 12
( )

6 18 12
− + −′ = 

− +
16( 1)( 2) , 0
4 .

56( 1)( 2) , 0
2

x x x

x x x

− − − − ≤ <= 
 − − < ≤


在 x = 0 连续， 

故在 x = 0 不可导. 
,12)0()0(12 =′≠′=− +− ff

(0 0) 12, (0 0) 12,f f′ ′− = − + =容易计算 ( )f x并且

由导数极限定理可得 

最大值与最小值 

这样就得到不可导点为 0, 稳定点为 1, 2.   
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所以    f f 5(1) 5,
2

 = = 
 

最大值为 f (0) 0.=最小值为

,5)1( =f ,4)2( =f,0)0( =f

1 115 ,
4 31

f  − = 
 

5 5,
2

f   = 
 

最大值与最小值 

因为 

2

2

1(2 9 12) , 0
4( ) ,

5(2 9 12) , 0
2

x x x x
f x

x x x x

− − + − ≤ ≤= 
 − + < ≤
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上无极小值点.  

例 6   证明不等式：  22 1 , 0 1.x x x≥ + ≤ ≤

证 

证 f (x) 的最小值非负.   

(0, 1) ( ) 0,f x′′ <因为在 内

min{ (0), (1)} 0.m f f= =

于是证得  22 1 , [0, 1].x x x≥ + ∈ (见下图) 

2( ) 2 1 .xf x x= − −设 ( ) 0f x ≥要证 ，也就是要

( ) 2 ln2 2 ,xf x x′ = − 2( ) 2 (ln2) 2.xf x′′ = −

最大值与最小值 

故  所以最小值只能在端点取到, 

( ) (0, 1)f x这就说明 在
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y

1 

0.05 
0.1 

0.15 

O x

22 1xy x= − −

最大值与最小值 
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解 设正方形的边长为 a, 每一个小正方形的边长 

2
2( ) ( 2 ) , 0, .aV x x a x x= − ∈  

( ) ( 2 )( 6 )V x a x a x′ = − −因为 

为 x，则盒子的容积为   

最大值与最小值 

例 7  如图所示,  剪去正方形 
a xx

时, 盒子的容积最大.    
去的小正方形的边长为何值  
制成一个无盖的盒子,   问剪  
四角同样大小的小正方形后  

12 ,
2 6
a ax x  = − −  
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极(大)值一定是最大值. 

( ) 0
2
aV x  

 
 

因为 在 ， 上仅有唯一的极值, 

最大值与最小值 

那么这个 

6
ax =所以稳定点为

4 0,
6
aV a ′′ = − < 

 

又 

32 .
6 27
a aV   = 

 
知 为极大值

( ).
2
ax = 是端点

2
2( ) ( 2 ) , 0, .aV x x a x x= − ∈  

( ) ( 2 )( 6 )V x a x a x′ = − −小正方形后，得到最大容积为          的无盖盒子. 
32

27
a

所以问题的解为:在四个角上截取边长为      的  6
a
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解   设每件定价为 p，购进 x 件( 应该全部卖完 ),  

问每件定价多少和从工厂购进多少时才能获得最 

400 440 400
4 3.95 4

x
p
− −

=
− −

3600 800 .x p即 = −

大利润. 

L p x( 3) .= −则利润为       由条件 p 与 x 的关系为 

40 0.05 800,= − ÷ = −

最大值与最小值 

例8 设某商店每天向工厂按出厂价每件3元购进一 

为 400 件. 若零售价每降低 0.05元, 可多售 40 件,   
批商品零售. 若零售价定为每件 4 元,  估计销售量 

所以
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2800 6000 10800p p= − + −

L p p( ) 1600 6000 .′ = − +

结论：   

(1)  定价为 3.75 元 / 件时可获最大利润 450 元;   

(2)  应从工厂购进    3600 800 3.75 600( ) .x = − × = 件

L(3.75)=450(元) 是极大值.    

区间上仅有一个极值，所以 L(3.75) 就是最大值. 

因为 L(p) 在所讨论的 

,0)( =′ pL令 .75.3=p 1600)75.3( −=′′L ,0< 则

最大值与最小值 

( ) ( 3)(3600 800 )L p p p= − −
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1. 若 f (x) 在 x0 取极大值，是否可断定在 x0 充分 

2. 若 f (x) 在区间 I 上连续，且仅有惟一的极值点 

小邻域内,  f (x) 在 x0 的左侧递增，右侧递减？ 

必为 I 上的最大(小)值？ 

x0 .  试问当 f (x0) 为极大(小) 值时，为什么 f (x0) 
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