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§1 拉格朗日定理和函数的单调性 习题课 

习题课（一） 

第五讲 
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§1 拉格朗日定理和函数的单调性 习题课 

重要内容回顾 

2. 拉格朗日中值定理及其推论；  

3. 函数单调性的判定； 

4. 达布定理.  

1.罗尔中值定理； 
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补充例题 
例1 ( ) [ , )f x a +∞设 在 上连续，

1( 1), (0,1]
( ) tf a t

g t
+ − ∈

= 


证 

( , )a +∞在 上可导，且 
lim ( ) ( ).

x
f x f a

→+∞
= 证明 ( , ),aξ∃ ∈ +∞ 使得 ( ) 0.f ξ′ =

基本想法是作辅助函数， 使其满足罗尔定理条件. 
令 

易证 ( )g t 满足罗尔定理的条件， 从而 (0,1),η∃ ∈

使得 ( ) 0,g η′ = 即 2
1 1( 1) 0.f aη η

−′ + − = 因为 2
1 0,
η

≠

所以 1( 1) 0.f aη′ + − = 令 1 1,aηξ = + − 立即可得 

( ) 0, ( , ).f aξ ξ′ = ∈ +∞

( ), 0 .f a t =
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例2 ( ) , ( ) [ , ] ( , )f x g x a b a b设 在 上连续，在 上可导,且

证 

证明 ( , ),a bξ∃ ∈ 使得 

先将上述等式变形： 
( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( )) ( ).f f a g g b g fξ ξ ξ ξ′ ′− = −

( ) ( ( ) ( ))( ( ) ( )),F x f x f a g b g x= − −令 
( ) ( ),F a F b=则 ( ) [ , ] ( , ) .F x a b a b在 上连续,在 上可导且  

( ) ( ) ( ) .
( ) ( ) ( )

f f a f
g b g g
ξ ξ

ξ ξ
′−

=
′−

根据罗尔定理， 
即 

移项后即得所需结论. 

( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( )) ( ) 0.f f a g g b g fξ ξ ξ ξ′ ′− − − =

( ) 0.g x′ ≠

( , ),a bξ∃ ∈ 使得 ( ) 0.F ξ′ =
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例3 ( ) [ , ] ( , )f x a b a b设 在 上连续，在 上可导.

分析 

证明 

如果 ( )f x 不是线性函数， 

找一个辅助函数F (x)， 
( ) ( )( ) f b f af x

b a
−′ −
−

希望 
而且 ( ) ( ).F a F b=

由此就变为证明 

则存在 1, 2 ( , ),a bξ ξ ∈ 使得 

1 2
( ) ( )( ) ( ).f b f af f

b a
ξ ξ−′ ′< <

−

存在 1, 2 ( , ),a bξ ξ ∈ 使得 

1 1
( ) ( )( ) ( ) 0,f b f aF f

b a
ξ ξ −′ ′= − <

−

2 2
( ) ( )( ) ( ) 0.f b f aF f

b a
ξ ξ −′ ′= − >

−

恰为 ( ),F x′
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),f b f aF x f x f a x a
b a
−

= − − −
−

证 根据前面分析令 

( )f x 不是线性函数，

0 0
1

0 0

( ) ( ) ( )
( ) 0,

F b F x F x
F

b x b x
ξ

− −′ = = <
− −

0 0
2

0 0

( ) ( ) ( )
( ) 0.

F x F a F x
F

x a x a
ξ

−′ = = >
− −

( )F x∴ 也不是线性函数，

因此 ( )F x ≡ 0. 从而 0 ( , ),x a b∃ ∈ 使得 0( ) 0,F x ≠
不妨设 0( ) 0.F x > 分别在                           对          运用 0 0[ , ], [ , ]a x x b ( )F x
拉格朗日中值定理， 于是存在 1 0 2 0( , ), ( , ),x b a xξ ξ∈ ∈
使得 

则 1 1
( ) ( )( ) ( ) ,f b f aF f

b a
ξ ξ −′ ′= −

−
( ) ( ) 0.F a F b= =

结论得证. 
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例4 ( ) [ , ] ( ) ( ) 0.f x a b f a f b= =设 在 上二阶可导，

证 

证明 对 ( , ), ( , ),u a b a bξ∀ ∈ ∃ ∈

估计要用两次中值定理. 先将等式变形为 

使得 
( )( ) ( )( ).
2

ff u u a u bξ′′
= − −

令 ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

f uF x f x x a x b
u a u b

= − − −
− −

，

( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0,F a f a F b f b= = = =

2 ( )( ) ,
( )( )

f uf
u a u b

ξ′′ =
− −

则 ( ) 0.F u =且

在                      上对          运用罗尔中值定理， [ , ], [ , ]a u u b ( )F x

1 2( , ), ( , ),a u u bξ ξ∃ ∈ ∈
得 

使得 1 2( ) ( ) 0.F Fξ ξ′ ′= =
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( )( ) ( ) [( ) ( )].
( )( )

f uF x f x x a x b
u a u b

′ ′= − − + −
− −

而

( )( ) ( )( ).
2

ff u u a u bξ′′
= − −

( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

f uF x f x x a x b
u a u b

= − − −
− −

，

在              对           再运用罗尔中值定理， 1 2[ , ]ξ ξ ( )F x′

1 2( , ) ( , ),a bξ ξ ξ∃ ∈ ⊂

又得 

使得 

2 ( )( ) ( ) 0.
( )( )

f uF f
u a u b

ξ ξ′′ ′′= − =
− −

证毕 
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例5 ( ) [ , ] ( , ) .f x a b a b设 在 上可导，在 上二阶可导

证 

证明 ( , ),a bξ∃ ∈ 使得 

令 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),f b f aF x f x f a x a
b a

′ ′−′ ′= − − −
−

( ) ( ) 0.F a F b= =则 ( ) 0,F x ≡若 ( )∗则      自然成立. 

( ) ( ) ( )( ).f b f a f b aξ′ ′ ′′− = − ( )∗

( )F x ≡若 0, 0 ( , ),x a b∃ ∈ 使得 0( ) 0F x > (不妨设). 

( )y F x=

0x
C

1ξ 2ξ

对于 0( )
,

2
F x

C = 由导数介值定理， 00 C ( ),F x< <

a b



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在              对           使用罗尔中值定理， 1 2[ , ]ξ ξ ( )F x

1 2( , ) ( , ),a bξ ξ ξ∃ ∈ ⊂

得到  

使得 

( ) ( )( ) ( ) 0.f b f aF f
b a

ξ ξ
′ ′−′ ′′= − =

−

( ) ( ) ( )( ).f b f a f b aξ′ ′ ′′− = − ( )∗

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),f b f aF x f x f a x a
b a

′ ′−′ ′= − − −
−

移项后即为所证. 

使得 1 2( ) ( ) .F F Cξ ξ= =1 0 2 0( , ), ( , ),a x x bξ ξ∃ ∈ ∈知 
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例6 

证 

证明不等式 
ln 1 ( 0, 1).

1
x x x

x x
< > ≠

−
当x < 1时，不等式可以化为 1ln ;xx

x
−

>

1( ) ln ( 0),xf x x x
x
−

= − >因此，令 

( ) (0, )f x +∞则 在 上连续、可导，且 

利用函数单调性， 

当x > 1时，不等式为 1ln .xx
x
−

<

1
2

( 1) 1( ) x
x x

f x
x x

− −
′ = − 2 1 2

2
x x x

x x
− + −

=
2( 1)

2
x
x x
−

= 0.≥
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1( ) ln , ( 0)xf x x x
x
−

= − >

( ) (0, )f x +∞因此 在 上严格单调增. (1) 0f =因 ，故 

当x >1时,   ( ) (1) 0.f x f> =

即 1ln (0 1);xx x
x
−

> < <
1ln ( 1).xx x

x
−

< >

当0 < x < 1时, ( ) (1) 0;f x f< =

也就是 
ln 1 ( 0, 1).

1
x x x

x x
< > ≠

−

ln 1 ( 0, 1)
1

x x x
x x

< > ≠
−
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