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重要内容回顾 

3. 有限覆盖定理； 

1. 区间套定理； 

4. 实数完备性定理的等价性； 

2. 聚点定理； 
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补充例题 
例1 用区间套定理证明柯西收敛准则. 即 

, , .n mm n N a a ε> − <当 时 有

数列 {an} 收敛的充要条件是: 对任意的ε > 0,存在 N, 

( : lim .)n Nn
a a

→∞
=注意 这并不能说明

证明充分性

Naε−Na ε+Na
x

0,ε >由题设,对于任意 ，存在N 时，Nn ≥

.n Na a ε− < > ∈ − +( , ).n N Nn N a a aε ε即当 时,

g
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1 ,
2

ε =令 1 ,N存在
1 11

1 1, ,
2 2n N Nn N a a a > ∈ − + 

 
时，

1 11 1
1 1, , .
2 2N Na b a a = − +     

取
2

1 ,
2

ε =再令

2 1( ),N N≥存在 2n N> 时，

2 22 2
1 1, ,
2 2n N Na a a ∈ − + 

 

a b a b b a1 1 2 2 2 2
1[ , ] [ , ], ,
2

⊃ − ≤

2 22 2 1 1 2 2
1 1[ , ] [ , ] , .
2 2N Na b a b a a取

 = − +  

2 2 2, [ , ],nn N a a b> ∈并且当 时 ......,

显然有
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1 1, .
2 2k kn N Nk ka a a ∈ − + 

 

),( 1−≥ kk NN存在 kn N> 时，
1 ,
2kε =令

......

{[ , ]},k ka b这样就得到一列闭区间 满足

1 1
1 1[ , ] [ , ] , ,
2 2k kk k k k N Nk ka b a b a a− −

 = − +  
取

1 1(i) [ , ] [ , ],k k k ka b a b+ +⊃ 1, 2,k = ；

1
1(ii) 0,

2k k kb a −− ≤ → k ;→∞

1 1 1
1[ , ] [ , ], ,

2k k k k k k ka b a b b a− − −⊃ − ≤

[ , ], .n k k ka a b n N∈ >

有
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0 0
[ , ] ( , ),k ka b ξ ε ξ ε⊂ − +

, [ , ], 1,2,3 .k ka b kξ ∈ = 由区间套定理 存在唯一的

根据定理1的推论， ,0>ε对于任意 ,0k存在 使

0
(iii), ,kn N>由 当 时

0 0
[ , ] ( , ),n k ka a b ξ ε ξ ε∈ ⊂ − +

lim .nn
a ξ

→∞
=

.na ξ ε− <所以 这就证明了

+(iii) N , , [ , ].k n k kk n N a a b∀ ∈ > ∈当 时
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例2 
S若非空数集 有上界, b S设 是 的一个上界.

,a a S∀ 使得 不是 的上界， .a b有 <

用致密性定理证明确界定理. 
证 

N ,n对任意的 +∈

[ , ]a b n将 等分, ,i则存在 ix S使得分点 不是 的上界，

1ix S+而分点 是 的上界.

1, ,n i n ia x b x令 += = ,na b b≤ ≤ { }nb 有界.由致密性定 

理存在收敛子列 { },
knb lim ,

knk
b A设

→∞
= lim .

knk
a A于是

→∞
=

(1) ,s S∀ ∈ , .n nb S s b≤为 的上界 故有 从而 
im ,

knk
A b s

→∞
= ≥ 即 A 为 S 的上界. 
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这说明 sup .A S=

于是 

(2) 要证 0, , .s S s Aε ε′ ′∀ > ∃ ∈ > −使得

lim ,
knk

a A由于
→∞

= 故对 0, ,
knaε∀ > ∃

,
kna S因为 不是 的上界 , ,

kns S a s所以 满足′ ′∃ ∈ <

.
kna s A′< ≤A ε− <

.
knA aε− <使得
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例3 

[ , ]f a b设 在区间 上连续,

( ) 0 ( ) 0.f a f b< >不妨设 ，

用有限覆盖定理证明根的存在性定理. 

证(用反证法). 

[ , ] ,f a b如果 在 上没有根 [ , ], ( ) 0 .x a b f x∀ ∈ ≠则对

由连续函数的局部保号性, 0,xε∃ >

{ ( ; ) | [ , ]},x xH U U x x a bε= = ∈

[ , ]H a b则 是 的一个开覆盖,于是存在有限多个开区间 

{ | 1,2 } [ , ].
ixU i n a b=  覆盖了

( ) ( ) 0f a f b < ，

x′∈使得对一切

( ) ( ) .f x f x与 同号′ 令 ( ; ) [ , ],xU x a bε I
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不妨设这些区间互不包含, 且从左到右依次覆盖区间 
[ , ]a b ，于是 

1 2 .nx x x< < <

1
, ,

nx xa U b U∈ ∈由于 1( ) 0, ( ) 0.nf x f x< >因此

1( ) 0, ( ) 0,i if x f x +< >设
1

,
i ix xU U

+
≠ ∅因为

1
,

i ix xx U U
+

∀ ∈  , ( ) 0;
ixx U f x∈ <由

1
,

ixx U
+

∈再由

( ) 0.f x >

由此产生矛盾， 矛盾说明函数 f 在[a, b]上有根. 
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