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CH3 线性方程组解法
/* Direct Method for Solving Linear Systems */

§1   消 去 法

§2   矩阵分解法

§3   方程组的性态和条件数

§4   迭代法
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§1 消去法

解
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Step2:回代
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例题 求解

x = − − =3 6 /( 2) 3

x = − + × =2 ( 3 3 3) / 3 2

( ) /x = − × − × =1 7 1 3 1 2 2 1

一、高斯顺序消去法 /* Gaussian Elimination */
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求解方程：

.1 计算机上所用的公式

下面研究它的计算规律：
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Step 1： 0 0
1 1 11 2i il a a i n= =( ) ( )/ ( , ..., )令

2i n= , ...,

i ir l r− 1 1

a ≠(0)
11 0假设 ，
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1)消元 记
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1k −假设第 步消元后
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Step k：

1i k n= + , ...,
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k
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在实际编程中，

为了节省内存，

不引入新变量，

消元过程记为：
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⎢ ⎥
⎢ ⎥
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⎢ ⎥
⎣ ⎦

消元结束后，增广矩阵化为如下“形式”

2) 回代
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一个模拟计算机求解的例子

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5
2 4 2

2 3 2 5 3
3 2 10

x x x x
x x x x

x x x x
x x x x

+ + + =⎧
⎪ + − + = −⎪
⎨− − + − =⎪
⎪ + + + =⎩

求解
解 A =

/1 1

/2 1−

/3 1

2−
3

/1 1−

/2 1−

1 –2 3 –7
1      1      1      1      5

–1      4    – 3    13

–2    –1    –2     –5

2      0      6
–5     4   –19

1      1      1      1      5
1 1    –2 3    –7

–5/2 4     –4

1      1      1      1      5

–2    –1 2      0      6
1 1    –2 3    –7

3    –2

A→ →

→ →

1 1 1 1 5
1 2 1 4 2
2 3 2 5 3
3 1 2 1 10

− −
− − −

1      1      1      1      1

–2    –1 2      0      3
–5/2 4     –1

1 1    –2 3      2

3    –2
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( 1) 0, ( 1,2 , 1)k
kka k n− ≠ = −"

3
2

3 3
n nn+ − 次乘法

动态变化!

2.  消去法成立的条件

3. 计算量
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1 2

1 2

1
2

x x
x x

-910
单精度求解例1

⎧ + =
⎨

+ =⎩
1 9

2 1

1 1.00000000100...
1 10
2 0.99999999899...

x

x x

−
⎧ = =⎪

−⎨
⎪ = − =⎩

精确解：

高斯消去法

( )A
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

9
0 10 1 1

1 1 2
( )A

−

− ×

⎛
⎟
⎠− ×

⎞
=⎜

⎝
9

1
9

9

1 1 10 2 1 10
10 1 1

0
(手算的结果)

(计算机算的结果)

1 2

2

1x x

x

⎧ + =⎪⇒ ⎨
=⎪⎩

-9

9 9

10

10 10

1

2

0x
x
=⎧

⇒ ⎨ =⎩ 1

a11主元( )太小，方法不稳定！

r r−⎯⎯⎯→
9

2 110

原因：

( )A
−⎛ ⎞

− −
≈ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

9

9
1

910 10
10 1 1

0
�

: 结果不可靠!

大数吃小数！
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解决办法: 先换行,再消元求解

A
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

910 1 1
1 1 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1 2
0 1 1−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

9

1 1 2
10 1 1

: 结果可靠!

r r↔⎯⎯⎯→1 2 ⎯⎯⎯→消元

,x x⇒ = =2 11 1
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消元

, , ,k n= 1 2"对 ，进行：

k k n1步 ：选主元(第 列中第 个至第 个元素中绝对值较大者)

k步2：将主元所在行与第 行互换

步3：消元

回代求解（同高斯消去法）

二、高斯列主元消去法
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x x x
x x x
x x x

+ + =⎧
⎪ − + =⎨
⎪− + − = −⎩

1 2 3

1 2 3

1 2 3

6
12 3 3 15
18 15

例2 用列主元素法求解 （计算过程中保留3位有效数字）

解 A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

1 1 1 6
12 3 3 15
18 3 1 15

� r r↔⎯⎯⎯→1 3

⎯⎯⎯⎯→第1次消元

r r↔⎯⎯⎯⎯→2 3

⎯⎯⎯⎯→第2次消元

由回代过程，得解： . . .x x x= = =3 2 13 001 2 000 1 000， ，

列
主
元
素
法

.
. . .

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

18 3 1 15
0 1 2 333 5
0 1 167 0 944 5 167

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

18 3 1 15
12 3 3 15

1 1 1 6

. . .
.

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

18 3 1 15
0 1 167 0 944 5 167
0 1 2 333 5

. . .
. .

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

18 3 1 15
0 1 167 0 944 5 167
0 0 3 142 9 428



另解：全主元素法(了解)

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

1 1 1 6
12 3 3 15
18 3 1 15

� r r↔⎯⎯⎯→1 3

⎯⎯⎯⎯→第1次消元

c c↔⎯⎯⎯⎯→2 3

⎯⎯⎯⎯→第2次消元

由回代过程，得解： . . .x x x= = =2 3 12 000 3 000 1 000， ， 精确解！

全
主
元
素
法

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

18 3 1 15
12 3 3 15

1 1 1 6

.
. . .

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

18 3 1 15
0 1 2 333 5
0 1 167 0 944 5 167

.

. . .

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

18 1 3 15
0 2 333 1 5
0 0 944 1 167 5 167

.
. .

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

18 1 3 15
0 2 333 1 5
0 0 1 572 3 144
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1 定义：三对角方程组

n n n n n n n

n n n n n

b x c x d
a x b x c x d

a x b x c x d

a x b x c x d
a x b x d

− − − − − −

−

+ =⎧
⎪ + + =⎪
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + =
⎪

+ =⎪⎩

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2 3 2

3 2 3 3 3 4 3

1 2 1 1 1 1

1

% % %

2 三对角方程的应用

样条函数的求解、微分方程的差分方程等！

3 求解方法：追赶法

三、三对角方程组的追赶法



n n n n

n n

x q x p
x q x p

x q x p

x q x p
x p

− − −

+ =⎧
⎪ + =⎪
⎪ + =⎪
⎨
⎪
⎪ + =
⎪

=⎪⎩

1 1 2 1

2 2 3 2

3 3 4 3

1 1 1

... ...

n n n n n n n

n n n n n

b x c x d
a x b x c x d

a x b x c x d

a x b x c x d
a x b x d

− − − − − −

−

+ =⎧
⎪ + + =⎪
⎪ + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + =
⎪

+ =⎪⎩

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2 3 2

3 2 3 3 3 4 3

1 2 1 1 1 1

1

% % %

c dx x
b b

+ =1 1
1 2

1 1

,c dq p
b b

= =1 1
1 1

1 1

记： c d a px x
b q a b q a

−
⇔ + =

− −
2 2 2 1

2 3
2 1 2 2 1 2

x p q x= −1 1 1 2将 代入，得：

( )b q a x c x d a p− + = −2 1 2 2 2 3 2 2 1

t b q a
c d a pq p
t t

= −⎧
⎪

−⎨ = =⎪⎩

2 2 1 2

2 2 2 1
2 2

2 2

记
，

依此规律，进行到底!!
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,c dq p
b b

= =1 1
1 1

1 1

( ,..., )

k k k k

k k k k
k k

k k

t b q a
c d a pq p k n
t t

−

−

= −⎧
⎪

−⎨ = = =⎪⎩

1

1 2，

n n n n

n n

x q x p
x q x p

x q x p

x q x p
x p

− − −

+ =⎧
⎪ + =⎪
⎪ + =⎪
⎨
⎪
⎪ + =
⎪

=⎪⎩

1 1 2 1

2 2 3 2

3 3 4 3

1 1 1

... ...

n nx p=⎧
⎨
⎩

计算规律：.

消元结束后：.

回代求解：.
( , , )k k k kx p q x k n+= − = −1 1 1"
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4 (P45-定理1，追赶法 了解成立条件 、自学)

, ,

| | | | | | | | ( , , , )

k k k

k k k

k k k k

k k k k k k

a b c
b a c k n

t b q a
t b q a b a k n

−

−

≥ +

= −

= − ≥ − > =
1

1 0 2 3

"

"

  若三对角方程组系数矩阵满足：

   1)所有 均不为零；

   2)| | | || |( =1,2, , ),且其中至少有一个取不等号。

则追赶法计算过程中每步的分母 满足

因此追赶法能进行到底。
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§2 矩阵分解法
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Ax b=一 容易求解的方程组

11 1 1

21 22 2 2

31 32 33 3 3

1 2 3

0 0 0
0 0

0 ,

n n n nn n n

a x b
a a x b
a a a x b

a a a a x b

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

"
"
"

# # # % # # #
"

⎧
⎨
⎩

则
11 bx =

),,2(
1

1
nkxabx

k

j
jkjkk "=−= ∑

−

=

)1,,1(/)(
1

"−=−= ∑
+=

nkaxabx
n

kj
kkjkjkk

nnnn abx /=

11 12 13 1 1 1

22 23 2 2 2

33 3 3 3

0
0 0 ,

0 0 0

n

n

n

nn n n

a a a a x b
a a a x b

a a x b

a x b

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

"
"
"

# # # % # # #
"

⎧
⎨
⎩

则

.A为下三角结构

.A为上三角结构
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11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

a a a b
A a a a b

a a a b

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

[ ]|A b�

设 11 1 1 110, /i ia l a a≠ =

1 1 ( 2, 3)i ir l r i− =

记 (1)
21

31

1
1
0 1

M l
l

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

(1) (1) (1)( | ) ( | )M A b A b=

11 12 13 1
(1) (1) (1)
22 23 2
(1) (1) (1)
32 33 3

0
0

a a a b
a a b
a a b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

(1) (1)|A b⎡ ⎤⎣ ⎦�
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[ ](2) (2) || UA yb⎡ ⎤⎣ ⎦ �
G�

设 22 32 32 220, /a l a a≠ =

3 32 2r l r−

记 (2)

32

1
0 1
0 1

M
l

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

(2) (1) (1) (2) (2)( | ) ( | )M A b A b=

11 12 13 1
(1) (1) (1)
22 23 2
(1) (1) (1)
32 33 3

0
0

a a a b
a a b
a a b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

(1) (1)|A b⎡ ⎤⎣ ⎦�

11 12 13 1
(1) (1) (1)
22 23 2

(2) (2)
33 3

0
0 0

a a a b
a a b

a b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

(2) (1) (2) (1) (1)( | ) ( | ) ( | )M M A b M A b U y= =
G

即
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(2) (1) (2) (1) (1)( | ) ( | ) ( | )M M A b M A b U y= =
G

令

(2) (1)

(2) (1)

M M A U

M M b y

⎧ =⎪⇒ ⎨
=⎪⎩
G G

(2) (1) 1 (1) 1 (2) 1[ ] ( ) ( )L M M M M− − −= =

1 1

21

31 32

1 1
1 0 1
0 1 0 1

l
l l

− −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

21

31 32

1
1

1
l
l l

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

故 A LU Ly b= =
GG

且 则消元过程等价关系

A LU y Ux Ly b
Ax b LUx b

Ux y
= = =⎧⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→= = ⎨←⎯⎯⎯ ←⎯⎯⎯ =⎩

G G GG GG G
G G

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1
1 ,

1

u u u
L l U u u

l l u

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1
1 ,

1

u u u
L l U u u

l l u

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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⎩
⎨
⎧

⎩
⎨
⎧

⇒

LU二 分解法

, :Ax b A=对 如果 可进行如下分解

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

"
"

# # " #
"

21

1 2

1
1

1n n

l

l l

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

" " %
"

11 12 1

22 2

n

n

nn

u u u
u u

u

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

"
"
% #

LUΔ

则 Ax b= LUx b⇔ =
⎧

⇔ ⎨
⎩

Ly b=

Ux y=

从而易得
1 1y b=

1

1
( 2, , )

k

k k kj j
j

y b l y k n
−

=

= − =∑ "

/n n nnx y u=

1
( ) / ( 1, ,1)

n

k k kj j kk
j k

x y u x u k n
= +

= − = −∑ "

基本思想.
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2

1

2

,

.

n

ij is sj
s

A LU a l u n

n
=

= = ∑若假设 则由 可确定一个含有 个方程

个未知数的方程组

,ij ijl u所以，在一定条件下， 可解。

计算公式.
1 可解性

2 一个例子：

2 4 1 4
8 19 4 11

.
0 6 2 9
4 5 0 14

A LU

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥=
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥−⎣ ⎦

对 进行 分解



⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−
−−

=

14054
9260

114198
4142

A

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1
1

1
1

434241

3231

21

lll
ll

l
11 12 13 14

22 23 24

33 34

44

u u u u
u u u

u u
u

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

,113 −=u

801112121 =×+×= ula

4
11

21
21 ==⇒

u
al

113131 ula ×= 0
11

31
31 ==⇒

u
al

114141 ula ×= 2
11

41
41 ==⇒

u
al

1922122122 =+×= uula

312212222 =−=⇒ ulau

423132123 −=+×= uula

013212323 =×−=⇒ ulau

24142124 uula +×=
514212424 =×−=⇒ ulau

2232123132 ulula +×=

2/)( 2212313232 −=×−=⇒ uulal

1111 12 ua ×== 211 =⇒ u

1212 4 ua == 412 =⇒ u
414 −=u

,233 =u ,134 =u,142 −=l

,143 =l 244 −=u

解

则

设



⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

1

1

1

1

1

""
%##

"
%#

nrn

r

ll

l

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅

nn

rnrr

nr

u

uu

uuu

#%
"

##%
"" 1111

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnrn

rnrrr

nr

aaa

aaa

aaa

A

""
#%##

""
##%#

""

1

1

1111

1 :jA a的第一行元素 满足 1 1 1,2, ,j ja u j n= = "

为素行元素主对角线以右元的第 ),,( nrjarA rj "=

∑
=

=
r

k
kjrkrj ula

1
rj

r

k
kjrk uul += ∑

−

=

1

1

( 1, , )irA r a i r n= + "的第 列元素主对角线以下元素 为

∑
=

=
r

k
krikir ula

1
rrir

r

k
krik ulul += ∑

−

=

1

1

1 1 11 2,3, ,i ia l u i n= = "

3 计算公式

1 :iA a的第一列元素 满足

1 1 , (1)1, ,j ju a j n⇒ = = −"

1
1

11

, 2 , 2), (i
i

a
l i n

u
⇒ = −= "

1

1

2, ,
,

, ,
(3)

r

rj rj rk kj
k

r n
u a l u

j r n

−

=

=
⇒ = −

=
−∑

"
"

1

1 2, , 1
,

1, ,
(4)

r

ir ik kr
k

ir
rr

a l u r n
l

u i r n

−

=

− = −
⇒ =

= +
−

∑ "
"
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nuuu 22322
)3( ""

1

31

21
)2(

nl

l
l

#

nuuuu 1131211
)1( ""

2

42

32
)4(

nl

l
l

#

%
%

%

计算规律：

1) ,ij ij kj iku a u l计算 时 用 减去位于同一列的 与同一行 的 乘积之和；

2) , .ij kkl u计算 时 规律同上并除以

紧凑格式.
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x
LU x

x

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

1

2

3

1
2 1 1 7
4 5 1 11
1 2 1 0

用 分解法求解方程组例

解 (1) A LU求 的 分解

11u = 12u = 13u =2 1 1

21l = 4 2
2
=

31l = 1
2

22u = 5 2 1 3− × = 23u = 1 2 1 3− − × = −

32l =
2 1 1 2

3
− − ×

5
6

= −

33u = 1 51 1
2 2

− × −

2= −

1 2 1 1
2 1 3 3

1 / 2 5 / 6 1 2
A LU

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟∴ = − − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠
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⎩
⎨
⎧

=
=

⇔=
yxU
byL

bxA KK

KKKK

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

3
2
1

6
3

7

2
33

112

3

2

1

3

2

1

x
x
x

x
x
x

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 6
3

7

0
11
7

16
5

2
1

12
1

3

2

1

3

2

1

y
y
y

y
y
y

(2)



CHINA UNIVERSITY OF MINING AND TECHNOLOGY

LUA =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

2
12
101
0201

1010
121

10
1

1

2

3

4

1 0 2 0 5
0 1 0 1 3
1 2 4 3 17
0 1 0 3 7

x
x

LU
x
x

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

用 分解法求解 。

解

⎩
⎨
⎧

=
=

⇔=⇔=
yUx
bLy

bLUxbAx

bLy = Ty )4,6,3,5(=由 ，得

yUx = ( , , , )Tx = 1 1 2 2由 ，得

练习



A b

LU Ax b A z b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= =2

1 1 1 1 5
1 2 1 4 2
2 3 2 5 3
3 1 2 1 10

(1) (

2

; 2)

已知 ， 。

    用 分解法分别求解：

例

解 先求 的 分解：A LU

1
1 1
2 1 1
3 2 5 / 2 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

1 1 1 1
1 2 3

2 0
4

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A LU= =

(1) Ax b= LUx b⇔ =
Ly b
Ux y

=⎧
⇔ ⎨ =⎩

( )5 7 6 4 Ty⇒ = − −， ， ，

( )2 3 1 Tx⇒ = −1， ， ，

注意：由消去法
1
2 1
3 2

1 1 1 1 5
1 2 3 7

( , )
2 0 6

45 / 2 4

A A b
− −

− −

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟= → →
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

"

巧合?
必然? .
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1 1 1 1 1
1 1 1 2 3
2 1 1 2 0
3 2 5 / 2 1 4

A

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟=
⎜ ⎟⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠

( )2 3 1 Tx⇒ = −1， ， ，

2(2) A z b= ( )A Az b⇔ =

⎧
⎪⇔ ⎨
⎪
⎩

⎧
⎪⎪⇔ ⎨
⎪
⎪⎩

( )1 6 13 Tw⇒ = 1，， ，

( )2.75 3 3.25 Tz⇒ = −-2.5， ， ，

Ax b=

Az x=

LUz x=

⎧
⎪⇔ ⎨
⎪
⎩

Ax b=

Lw x=

Uz w=

Ax b=
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(1) LU分解法实际上是高斯消去法，是其矩阵形式。

(2) LU分解法在解系数矩阵相同的多个方程时，

具有节省计算量的明显优势。

(3) 非奇异矩阵A能分解为LU的充要条件是A的顺序

主子式不为0(定理2).

(5) 选主元的LU分解法可参见[4].

几点备注.

(4) 若非奇异矩阵A有分解,此分解是唯一的.



三 乔累斯基分解法

基本思想. ,A A LU U=设 对称正定，且 将 进一步分解：

11 12 1

21 22 2

1 2

1
1

1

"
"

" " % % #
"

n

n

n n nn

u u u
l u u

A LU

l l u

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

LDMΔ

112

11 1111

21 22 2

22

1 2

1
1

1
1

1
1

"

"
" " % %

" % #

n

n

n n nn

uu
u uu

l u u
u

l l u

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎣ ⎦

( )∵ TA A A=是对称矩阵

( )TLDM LDM∴ = T T TM D L= ( )T TM DL=

,TLU M L∴ =由 分解的唯一性知： TM L=即
TA LDL∴ =

T TM DL其中： 为下三角， 为上三角。



计算公式.
A设 对称正定，且

1 21 1

21 2 2

1 2

1 1 ...
1 1 ...

... ...
... 1 1

n

nT

n n n

d l l
l d l

A = LDL

l l d

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟=
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

% % % #

1
2

1

1,2, ,
i

i ii s is
s

i n

d a d l
−

=

=⎧
⎪⎪ = −⎨
⎪
⎪⎩

∑

"

1

1
( 1, , 1)

k

ik ik s is ks k
s

l a d l l d k i
−

=

⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ "

i ijd l其中， 和 计算公式为：

Ax b=此时， TLDL x b⇔ =
Ly b= ⎧

⇔ ⎨
⎩

Ly b=

1TL x D y−=

求解公式为：

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

1

1
( 1,2, , )

k

k k ks s
s

y b l y k n
−

=

= − =∑ "

1
( , 1, ,1)

n
k

k sk s
s kk

y
x l x k n n

d = +

= − = −∑ "

⎧
⇔ ⎨

⎩
TDL x y=
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TLDL 用 分解法求例3 解方程组

1

2

3

3 3 5 10
3 5 9 16
5 9 17 30

x
x
x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

3 3 5
3 5 9
5 9 17

⎛ ⎞
⎜ ⎟ =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

设解
21

31 32

1
1

1
l
l l

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2

3

d
d

d

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

21 31

32

1
1

1

l l
l

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

根据矩阵乘法，得 1 3,d = 2 2,d = 3 2 / 3d =

21 1,l =
31 5 / 3,l = 32 2l =

1

2

3

1 10
1 1 16

5 / 3 2 1 30

y
y
y

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

由 (10, 6, 4 / 3)Ty⇒ =

1
1 1

1
2 2

1
3 3

1 1 5 / 3 10
1 2 6

1 4 / 3

x d
x d
x d

−

−

−

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(2, 1, 1)Tx⇒ = −
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平方根法

计算：
1 12 2

1
1

1

( )

( )
, 1, ,

k

kk kk kr
r

k

ik ik kr
r

ik
kk

r a r

a r r
r i k nr

−

=

−

=

⎧ = − ∑⎪
⎪
⎨ − ∑⎪ = = +⎪⎩

"

称为平方根法，

因为带了开方运算，
因此不常用

结论：若A对称正定，则有下三角矩阵R，使得

A=RRT

TLDLA =

1111

22 22, =

nn nn

uu
u u

D DD D

u u

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�
% %

( )TT TLDDL LD LD RR= = �
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§3 方程组的性态和

条件数
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1 ( )k kx xϕ+ =构造迭代序列 ，

迭代法求非性方程的根： ( ) 0f x =

* * *lim , ( )kk
x x x xϕ

→∞
= =如果 （存在）则有 。

* *0, , .n nx x N n N x xε ε→ ∀ > ∃ > − <： 当 时，有

距离！

1, , ( )x y R x y d x, y x y∀ ∈ = −, 之间的距离为：

nR 中的距离如何定义？

回顾: ( )x xϕ⇔ =

一个关键概念:

问题:

考察|x|具有的性质:
1. | | 0, | | 0 0x x x≥ = ⇔ =且 ；

2. ,| | | | | |;R x xλ λ λ∀ ∈ = ⋅对

3. | | | | | |;x y x y+ ≤ +
推广…
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1.定义

1 0, 0 0x x x≥ = ⇔ =） 且 ；

2 , | |R x xλ λ λ∀ ∈ = ⋅） ；

3 ny R x y x y∀ ∈ + ≤ +） ， 。

|| ||x x则称 为向量 的 。范数或模
G

. 向量范数

1 2( , , , ) || ||T n
nx x x x R x∀ = ∈"对 ，若对应正实数 ，满足：

nR在 中引入了范数，相当于引入了注： 距离的概念！

一、范数
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2.常用的向量范数 1 2( , , )T n
nx x x x R= ∈设 ，定义："

02 . ,a R ax
∞

∀ ∈ =

0
1 1 2 23 . , , ( , , , ) ,n n

n nx y R x y x y x y x y R∀ ∈ + = + + + ∈"

1
max1 | |ii n

x x
∞ ≤ ≤

∞ − =） 范数：

01 . 0,x
∞
≥显然

1
1
| |2 1

n

i
i

x x
=

=− ∑） 范数：

2
2

1
2

n

i
i

x x
=

=− ∑3） 范数：

验证：
1
max | |ii n

x x
∞ ≤ ≤
= 满足范数定义。

1
max | | 0ii n

x x
∞ ≤ ≤
= =且 0x⇔ =

1
max | |ii n

ax
≤ ≤

=
1

| | max | |ii n
a x

≤ ≤
⋅ | |a x

∞
= ⋅

x y
∞ ∞

= +x y
∞

+ =
1
max i ii n

x y
≤ ≤

+ ≤ ( )
1
max i ii n

x y
≤ ≤

+ ≤
1 1
max maxi ii n i n

x y
≤ ≤ ≤ ≤

+
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Tx x x x∞= − − = = =1 2(1, 2,3, 4) || || ___ || || ___ || __ .1 || _设 ，则 ， ，例 4 10 30

n
n n

n

A R

x Ax R
α

β α

× ⋅

=

|| ||

|| || || |

2

|

设 可逆， 是 上一个范数。

    证明： 也是 上

例

一个范数。

证明 1 0;x Ax
β α
= ≥）显然， 且

A可逆∵
0Ax

α
⇔ = 0Ax⇔ = 0x⇔ =0x

β
=

2 ,Rλ∀ ∈）对 x
β

λ = Ax
α

λ = Ax
α

λ ⋅ = ;x
β

λ ⋅

3 x y
β

+ =） ( )A x y
α

+ Ax Ay
α

= + Ax Ay
α α

≤ +

x y
β β

= +

|| || || || nx Ax Rβ α∴ = 也是 上一个范数。
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T n
n n AA x x Ax R× =|| || 设 是实对称正定矩阵，证明： 是例3 的一个范数。

提示： n nA ×∵ 是实对称正定矩阵

TA P P P∴ = ，其中 可逆

|| || T
Ax x Ax∴ = T Tx P Px= ( ) ( )TPx Px=

2
Px=
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( )Tx x x R= ∈ 2
1 2, ,4设 画图描述例 如下点集。

{ }1 1|| || 1 ;S x x= = { }2 2|| || 1 ;S x x= = { }3 || || 1 ;S x x ∞= =

1 2| | | | 1x x⇔ + = 2 2
1 2 1x x⇔ + = 1 2max(| |, | |) 1x x⇔ =
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. 矩阵范数

1 0 , 0 ;A A A O≥ = ⇔ =） 且

2 c R cA c A∀ ∈ = ⋅） ；

3 ,n nB R A B A B×∀ ∈ + ≤ +） ；

4 .n nB R AB A B×∀ ∈ ≤ ⋅）

A A则称 为 的矩阵范数。

1定义 ( ) || ||n n
ijA a R A×= ∈对 ，若对应正实数 ，满足：

2 常用的矩阵范数
1 1
max | |1

n

iji n j
A a

∞ ≤ ≤ =

∞ =− ∑） 范数（行范数）：

max2

max

( )

( )

2 T

T T

A A A

A A A A

λ

λ

− =

  

3） 范数(谱

   其中， 是 的最

范数)：

大特征值

1 1 1
ma2 1 x | |

n

ijj n i
A a

≤ ≤ =

− = ∑） 范数（列范数）：
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A A A A
∞

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦ 1 2

1 2
3 4

5 设 ，求 、 和例 。

1
7 6A A

∞
= =，解

1 3 1 2
2 4 3 4

TA A
− −⎛ ⎞⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠
∵

10 14
14 20

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

| |TA A Eλ∴ − =
10 14

14 20
λ

λ
− −

=
− −

2 30 4λ λ− + 0=

1,2
30 900 16

2
λ ± −

=

max( )
15 221TA A

λ∴ = + ，
2

15 221A = +

15 221= ±
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.谱半径

1 2 1
( ) , maxn n

ij n ii n
A a R n A Aλ λ λ ρ λ×

≤ ≤
= ∈ "设 的 个特征值为 , , ，称 ( )= 为 的谱半径。

.重要结论

1 范数的等价性。

1 20nR x x c c
α β

∃ ≤ ≤对 上任意两种向量范数 、 ， 常数 ，使

1 2c x x c x
α β α
≤ ≤

。定义

。例如
1

x x n x
∞ ∞
≤ ≤ ，

2
x x n x

∞ ∞
≤ ≤

。含义 { }kx向量序列 的敛散性不会因度量标准(范数)的选取不同而异！

Re

Im

λ

λ
λ

λ

λ

λ
λ

λ

ρ (A)
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2 范数的相容性。

p p p
Ax A x p≤ ⋅ ∞，( =1,2, )

p p矩阵的 范数和向量的 范数是相容的,即满足

A A Aρ ≤( ) || || 对具有相容性的矩阵范数 ，有3 。

证明 ( , )x A Ax xλ λ=设 为 的特征对，即 ，则有

x Axλ = A x≤ ⋅xλ ⋅ =

,Aλ∴ ≤
1

( ) max ii n
Aρ λ

≤ ≤
= A≤
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1

2

1 5 2
I   

1 1.0001 2
x
x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
） 1

2

2
0

x
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

1

2 .000
1 5 2
1 1.00 1 2 10

x
x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
1

2

2.000125
0.000005

x
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

1

2

1 1 2
II   

1 1.0001 2
x
x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
） 1

2

2
0

x
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

1

2 .000
1 1 2
1 1.00 1 2 10

x
x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
1

2

1
1

x
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

抗
干
扰
能
力
强

良
态
的
方
程
组

抗
干
扰
能
力
弱

病
态
的
方
程
组

问题：①如何估计误差向量的大小？
②如何对方程组的性态进行判断？衡量其病态程度? 

(0,0.0001)Tbδ = ( 0.000125,0.000005)Txδ⇒ = −

(0,0.0001)Tbδ = (1,1)Txδ⇒ =

二、病态与良态方程组

例7



CHINA UNIVERSITY OF MINING AND TECHNOLOGY

. 条件数

x
Ax b A b b x

x
δ

δ δ= =, ?(1)对 ，设 可逆，若 有误差 ，则相应解的误差为 问

( )A x x b bδ δ+ = +∵ A x bδ δ∴ =

1x A bδ δ−∴ =

1 1|| || || || || || || ||x A b A bδ δ δ− −∴ = ≤ ⋅

|| || || || || || || ||b Ax A x= ≤ ⋅∵又

|| |||| ||
|| ||

bx
A

∴ ≥

1|| || |||| || || ||
|| ||

|
|| ||

|A
x b

Ax bδ δ−⋅∴ ≤

⒈解的误差估计式
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⑵ 若A也有小扰动δA

( )A A x b Axδ δ δ δ+ = −
GG G 1( )A I A A x b Axδ δ δ δ−⇔ + = −

GG G

1 1 11, ( )A A I A Aδ δ− − −<若 可得 + 存在

1 1 1 1 1 1( ) ( )x I A A A b I A A A Axδ δ δ δ δ− − − −∴ + − +
GG G－ －＝

1 1

1 1

|| || || ||
1 || || 1 || ||

A A Ax b x
A A A A

δδ δ
δ δ

− −

− −∴ ≤ −
− −

GG G

1 || ||
|| || || ||

A
x b

≤ G∵ G
1

1

|| || || || || || || || || ||( )|| |||| || || || || ||1 || || || ||
|| ||

x A A A b
Ax A bA A

A

δ δ δ
δ

−

−

⋅
∴ ≤ +

− ⋅ ⋅

GG
GG

( )( )A A x x b bδ δ δ+ + = +
G GG G

Ax A x Ax A x b bδ δ δ δ δ+ + + = +
G GG G G G

性质：如果 ,则 非奇异，且|| || 1B < I B±
1 1( )

1 || ||
I B

B
−± ≤

−
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( ) 1cond A ≥(Ⅱ) 

( ) ( ) 0cond cA cond A c= ≠(Ⅲ) 

(Ⅰ) 条件数反映了矩阵(方程组)的性态：

小，良态；大，病态；越大，病态越严重。

1( ) || || || ||cond A A A A−= ⋅称 为矩阵 的条件数。2.定义

3.性质

4.常用的条件数
1

1 11
(1) ( )Cond A A A−=

1(2) ( )Cond A A A−
∞ ∞∞
=

max( )1
2 22

min( )

(3) ( )
T

T

A A

A A

Cond A A A
λ

λ
−= =
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( )Cond A ∞∴

78 求例 中各方例 程组的条件数。

解
1 5

(1)
1 1.0001

A
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∵ ，
1 0.25 1.25

0.25 0.25
A− −⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

( )Cond A ∞∴ 6 1.5= × 9=

1 1
(2)

1 1.0001
A

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 1 10001 10000
10000 10000

A− −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

20001 2.0001= × 40004≈
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P56,5 ( )证定 明自学理

1 0;A x Ax b b= ≠设： ） 非奇异(可逆)， 是 的精确解，

2 ( )x Ax b r Ax b= −� �） 是 的近似解，且 = 称之为残向量

( )
x x r

Cond A
x b
−

≤
�

定理表明：

1 cond A r）当 ( )较小，即为良态方程组时，残向量 小则解的精度高；

cond A r2）当 ( )较大，即为病态方程组时，残向量 小则解的精度不一定高。

r 小，解的精
度一定高吗？

则有

. 精度分析
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例9
1 1 2.0001
1 1.0001 2

A b
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 1 1(2,0) , (0.0001,0)T Tx r Ax b= = − =� �若 

(1,1)Tx =
G

准确解 

2 2 2(0.9,0.9) , (0.2001,0.2)T Tx r Ax b= = − =� �若 

2x�显然 的精度高，但它的残向量却大。



CHINA UNIVERSITY OF MINING AND TECHNOLOGY

§4 迭 代 法

回顾：

推广：
( 1) ( )k kx Mx g+ = +
G G G

1 ( )k kx xϕ+ =



Jacobi迭代法

一个例子
1 2 3

1 2 3

1 2 3

8 3 2 20
4 11 33

6 3 12 36

x x x
x x x

x x x

− + =⎧
⎪ + − =⎨
⎪ + + =⎩

求解 Ax b=即 ， (3,2,1)Tx∗ =精确解：

. 1方案

( 1) ( ) ( )1
1 2 38
( 1) ( ) ( )1
2 1 311
( 1) ( ) ( )1
3 1 212

(20 3 2 )
(33 4 )
(36 6 3 )

0,1,2, ...

k k k

k k k

k k k

x x x
x x x
x x x

k

+

+

+

⎧ = + −
⎪ = − +⎨
⎪ = − −⎩

=

建立迭代：

1
1 2 38

1
2 1 311

1
3 1 212

(20 3 2 )
( 4 33)
( 6 3 36)

x x x
Ax b x x x

x x x

= + −⎧
⎪= ⇔ = − + +⎨
⎪ = − − +⎩

1 1

2 2

3 3

3 2 200
8 8 8

4 1 330
11 11 11

6 3 360
12 12 12

x x
x x
x x

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⇔ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Mx x g⇔ = +

......

(0) (0,0,0)Tx =取初值：

(1) (1) (1) (1)
1 2 3( , , ) (5 / 2,3,3)T Tx x x x= =

(2) (2) (2) (2)
1 2 3( , , ) (3 / 8,20 / 11,5 / 4)T Tx x x x= =

(10) (3.000032,1.999838,0.9998813)Tx =

( 1) ( )Mk kx x g+⇔ = +

矩阵形式：Ax b=
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Gauss-Seidel迭代法

( 1) ( ) ( )1
1 2 38
( 1) ( ) ( )1
2 1 311
( 1) ( ) ( )1
3 1 212

(0) (1)

(10)

(20 3 2 )
(33 4 )
(36 6 3 )

(0,0,0) , (2.5,3,3)
... ...

(3.00003,1.99983,0.99988)

k k k

k k k

k k k

T T

T

x x x
x x x
x x x

x x

x

+

+

+

⎧ = + −
⎪ = − +⎨
⎪ = − −⎩
⇒ = =

=

( 1) ( ) ( )1
1 2 38
( 1) ( ) ( )1
2 1 311
( 1) ( ) ( )1
3 1 212

(20 3 2 )
(33 4 )
(36 6 3 )

k k k

k k k

k k k

x x x
x x x
x x x

+

+

+

⎧ = + −
⎪⇒ = − +⎨
⎪ = − −⎩

1
1 2 38

1
2 1 311

1
3 1 212

(20 3 2 )
(33 4 )
(36 6 3 )

x x x
Ax b x x x

x x x

= + −⎧
⎪= ⇔ = − +⎨
⎪ = − −⎩

(0) (0,0,0)Tx =取初值：

建立迭代：

( 1) ( ) ( )1
1 2 38
( 1) ( )1
2 1 311

( 1)

( 1) ( 1)( 1) 1
3 1 212

(20 3 2 )
(33 4 )
(36 6 3 )

k

k

k

k

k k

k k

k

x x x
x x x
x x x

++

+ +

+

+

⎧ = + −
⎪ = − +⎨
⎪ = − −⎩

把已有的结果用上,

期待能有更好结果!

.方案2

(5), (2.999843,2.000072,1.000061)Tx ="
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SOR迭代法

记作：

G-S将 迭代等价变形：

.方案3

( 1) ( ) ( )1
1 2 38
( 1) ( )1
2 1 311

( 1)

( 1) ( 1)( 1) 1
3 1 212

(20 3 2 )
(33 4 )
(36 6 3 )

k

k

k

k

k k

k k

k

x x x
x x x
x x x

++

+ +

+

+

⎧ = + −
⎪ = − +⎨
⎪ = − −⎩

( 1)

( 1) ( ) ( )1
1

( ) ( )
1 1
( ) ( )
2 2

2 38
( 1) ( )1
2 1 311
( 1) ( 1)1
3

( 1
1 212

( ) ( ))
3 3

(20 3 2 )
(33

8
11

1
4 )

(3 )26 6 3

k k k

k k

k

k k

k k

k

k

kk k

x x x
x x x
x x x

x x
x x
x x

+

+

+

+

+ +

⎧ = + +−
−

−
⎪⇔ = + − +⎨
⎪ = + − −⎩ −

( 1) ( ) ( ) ( 1,2,3,4)k k k
i i ix x x iω+ = + ⋅ Δ =建立迭代：

( 1) ( ) ( ) ( 1,2,3,4)k k k
i i ix x x i+ = + Δ =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

即：

( 1) ( )( ( )
1 1 1 3

)
2

( )8(20 3 2 )
8

kk kk kx xx x xω+ = + + −−

( 1) ( 1) ( )
2 1 3

( ) ( )
2 2(33 4 )

11
11kk kk kx x xx xω+ +− +−= +

( 1) ( 1) ( 1)
3 1

)
32

( ( )
3 12(36 6 3 )

12
kkk k kxx x xxω+ + += + − − −
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21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

"
"

"""""""
"

0 :ii ia i x≠假设 ，则从第 个方程中解出

( )1 1 12 2 1
11

1 ( )n nx b a x a x
a

= − + +"

( )2 2 21 1 2
22

1 ( )n nx b a x a x
a

= − + +"

( )1 1 , 1 1
1 ( )n n n n n n
nn

x b a x a x
a − −= − + +"

"""""""

( )( 1) ( ) ( )
1 1 12 2 1

11

1 ( )k k k
n nx b a x a x

a
+ = − + +"

( )( 1) ( ) ( )
2 2 21 1 2 1

22

1 ( )k k k
nx b a x a x

a
+ = − + +"

( )( 1) ( ) ( )
1 1 , 1 1

1 ( )k k k
n n n n n n

nn

x b a x a x
a

+
− −= − + +"

"""""""
⇒

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

1

1( ) ( 1,2, , )
n

i i ij j
j ii
j i

x b a x i n
a=

≠

= − ⋅ =∑ " ( 1) ( )

1

1( ) ( 1,2, , )
n

k k
i i ij j

j ii
j i

x b a x i n
a

+

=
≠

= − ⋅ =∑ "

1 1 2 2i i ii i in n ia x a x a x a x b+ + + + + =" "

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

⇒.or .or

1 Jacobi迭代法

2 G-S迭代法
1

( 1) ( )

1 1

( 1) 1( ) ( 1,2, , )
i n

k k
i i ij j ij j

j j i

k

ii

x b a x a x i n
a

−
+

= =

+

+

= − − ⋅ =∑ ∑ "

一、常用的迭代法
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3 SOR迭代法

1
( 1) ( 1) ( )

1 1

1( ) ( 1,2, , )
i n

k k k
i i ij j ij j

j ii ij
x b a x a x i n

a= +

−
+ +

=

= − − ⋅ =∑ ∑ "

1
( 1) ( 1) ( )

1

1( ) ( 1,2, , )
i n

k k k
i i i ij j ij j

jj i ii

x x b a x a x i n
a=

−
+ +

=

= + − − ⋅ =∑ ∑ "

8

1
( 1) ( 1) ( )

1

1( ) ( 1,2, , )
i n

k k k
i i i ij j ij j

j j i ii

x x b a x a x i n
a

ω
−

+ +

= =

= + − − ⋅ =∑ ∑ "令：

ω其中， 为松弛因子； 1 G-Sω = ， 迭代法；

1ω > ，超松弛迭代法；

1ω < ，低松弛迭代法。



( )1 ( )x D b L U x−⇔ = + +

2

12 11 3 1

23 2

3

1

1

22

3 31 32

1 2

3

3

0
0

0
... ...

... 0

0 ...
0 ...

0

0

n

n n

n

n

nnn

a
a

a
a

a

a

a

a

a a
a
a

a

a
A

a

a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎜

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

⎟
⎜ ⎟− − −

⎜ ⎟
⎜

⎠

=

⎝⎝

−

⎟
⎠

−
% #%%

D UL− −

则 Ax b= ( )D L U x b⇔ − − = ( )Dx b L U x⇔ = + +

1 Jacobi迭代法

( )( 1) 1 ( )( )k kx D b L U x+ −= + +
1 ( ) 1( ) kD L U x D b− −= + +
1 1 ( )( ) kD b D D A x− −= + −

1 ( ) 1( ) kE D A x D b− −= − +

2 G-S迭代法

( )( 1) 1 ( 1) ( )k k kx D b Lx Ux+ − += + +

( )( 1) ( )( ) k kD L x b Ux+⇒ − = +

( )( 1) 1 ( )( )k kx D L b Ux+ −⇒ = − +
( 1) 1 ( ) 1( ) ( )k kx D L Ux D L b+ − −= − + −⇒

3 SOR迭代法 ( )( 1) ( ) 1 ( 1) ( ) ( )k k k k kx x D b Lx Ux Dxω+ − += + + + −

[ ]( 1) 1 ( ) 1( ) (1 ) ( )k kx D L D U x D L bω ω ω ω ω+ − −= − − +⇒ + −

Δ

二、迭代法的矩阵形式
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综上可见，三种迭代法可统一为：

1 Mk kx x g+ = +

M其中， 为迭代矩阵:
1

JM ( );E D A−= −

1
G-SM ( ) ;D L U−= −

[ ]1
SORM ( ) (1 ) ;D L D Uω ω ω−= − − +

----迭代法的矩阵形式
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1）向量序列极限

( ) ( )
{ }

( ) ( ) ( ) ( ) * * *
1 2 1 2

( ) * * *

, , , ( 0,1, ), , , ,

lim ( 1, , ) lim .

T Tk k k k n n
n n

k k k
i ik k

x x x x R k x x x x R

x x i n x x x x

∗

→+∞ →+∞

= ∈ = = ∈

= = =

" " "

"

     设 ，

若 ，则称向量序列 收敛于 ，记作：

( ) 1 ( )

* ( )

M lim

lim

k k k k
ik

k

k

x x x g x

x x

+

→+∞

→+∞

= +

=

     设 是由迭代公式 生成的向量序列，若 存在，

则称迭代法收敛，否则发散，且收敛时有 。

2）迭代法的收敛性

三、迭代法的收敛性

1. 基本概念
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3 ( )）定理 补充
* *lim lim || || 0 || ||k k

k k
x x x x

→+∞ →+∞
= ⇔ − = ⋅，其中 为向量任一范数。

*lim k

k
x x

→+∞
=

*lim || || 0k

k
x x

→+∞
− =

( ) (*)lim max | | 0k
i ik i

x x
→+∞

⇔ − =

*lim || || 0k

k
x x ∞→+∞

⇔ − =

( ) (*)lim | | 0,( 1, , )k
i ik

x x i n
→+∞

⇔ − = = "

⇔

范数的等价性

pf
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1 P Th6充要条【 , 59-件）收敛基本定理 】

( 1) ( )M ( ) max 1k k
ix x g Mρ λ+ = + ⇔ = <对任意初值收敛 。

( 1) ( )0 2 5
3 0 5

1 k kx x+ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

例 判断迭代格式 的收敛性。

解
0 2

M
3 0

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∵迭代矩阵

( ) | M |f Eλ λ∴ = −

1 26, 6λ λ∴ = = −

1 2(M) max(| |,| |) 6 1,ρ λ λ∴ = = > 迭代发散！

2
3
λ

λ
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
2 6λ= − 0=

2. 判别条件
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1 0
, 0 1 2

2 1

Jac

2

obi

a
Ax b A a a R

a a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = − ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

设 其中 ， 。

求使 迭代过程

例

收敛和发散的 的取值范围。

解 1
JM E D A−= −∵

J( ) | M |f Eλ λ∴ = −

JM∴ 的特征值为： 1 0λ = ，

∴迭代收敛 J(M ) 1ρ⇔ < 3 | | 1a⇔ <
1| |
3

a⇔ <

1| | Jacobi
3

a∴ <当 时， 迭代收敛；
1| | Jacobi
3

a ≥当 时， 迭代发散。

0 0
0 0 2

2 0

a
a

a a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

0
0 2

2

a
a

a a

λ
λ

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2( 3 )aλ λ= + 0=

2
2 3 3a iλ = ±，

3 | |a i= ±



1 2 3

1 2

2 3

2 5
4 ,

0.5
3

6

x x x
ax x a R

x x

− + =⎧
⎪ + = ∈⎨
⎪ + =⎩

对 ，例
1) G-S
2) G-S a

建立 迭代公式；

确定使 迭代收敛和发散的 的范围。

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

解 1) G-S迭代公式:

1
G2) M ( )D L U−= −

11 0 2 1
1 0 0

0 0.5 1 0
a

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

0 2 1
0 2
0 0.5

a a
a a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

2( ) | | ( 2.5 ) 0Jf E M aλ λ λ λ∴ = − = + =

G-SM∴ 的特征值为： 1,2 30 2.5aλ λ= = −，

∴迭代收敛 G-S(M ) 1ρ⇔ < 2.5 | | 1a⇔ <
2| |
5

a⇔ <

2| |
5

a∴ <当 时，迭代收敛；
2| |
5

a ≥当 时，迭代发散。

G-S(M ) | 2.5 | 2.5 | |a aρ∴ = − =

( 1) ( ) ( )
1 2 35k k kx x x+ = + −
( 1) ( 1)
2 14k kx ax+ += −
( 1) ( 1)
3 26 0.5k kx x+ += −
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P) Th2 ІІ 充分条【 , 61条 件件 -判定 7】

( 1) ( )M 1 Mk kq x x g+= < = +设迭代矩阵的某种范数满足 ，则迭代 收敛，且有

* ( ) ( ) ( 1)

1
k k kqx x x x

q
−− ≤ −

−
， * ( ) (1) (0)

1

k
k qx x x x

q
− ≤ −

−

( 1) ( )0.9 0
M , M

0.3
4

0.8
k kx x g+⎡ ⎤

= = +⎢ ⎥
⎣ ⎦

设迭代矩阵 判断迭代例 是否收敛？

| E-M | 0λ =但： ( 0.9)( 0.8) 0λ λ⇒ − − =

(M) 0.9 1ρ⇒ = <

⇒ 收敛

1.2= 1>1 1 1
M max | M |

n

ijj n i≤ ≤ =

= ∑易见：

1 1
M max | M |

n

iji n j
∞ ≤ ≤ =

= ∑ 1.1= 1>
能否判定发散?
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3) ІІ P 2 ThІ 6 8充分【 , -条件 件判定条 】

, Jacobi G-SAx b A=对 ①若 为 方阵严格 ，对角占优 则 和 迭代收敛；

5 判定下面方程组用Jacobi迭代是否收敛，如不收敛，

   能否将方程组变形

例

使之收敛。

1 2 3

1 2 3

1 2 3

10 20 11
10 5 14

5 3

x x x
x x x

x x x

− + =⎧
⎪− + − = −⎨
⎪ − − =⎩

解

1 Jacobi ІІІ）若直接建立 迭代，不满足判定条件 ，故无法判定。

2）利用收敛基本判定定理判定

G-SA②若 为 矩阵，则 迭对称正定 代收敛。

1 10 20
10 1 5
1 5 1

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠
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1
JM E D A−= −∵

0 10 20
10 0 5
1 5 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

J( ) | M |f Eλ λ∴ = −
10 20

10 5
1 5

λ
λ

λ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

3 55 1050λ λ= − −

(1) 1 55 1050f = − −∵

(100) 1000000 1050 5500f = − −

( ) 0 (1,100)f λ∴ = 在 之间有根

J(M ) 1 Jacobiρ∴ > ， 迭代发散。

1 2,311.9520, 5.9760 7.22071iλ λ= = − ±际上注：实 ，

1 10 20
10 1 5

1 5 1
A

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

J(M ) 11.9520 1ρ∴ = > ，发散！

0<

0>
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将方程等价变形：

1 2 3

1 2 3

1 2 3

10 20 11
10 5 14

5 3

x x x
x x x

x x x

− + =⎧
⎪− + − = −⎨
⎪ − − =⎩

1 2 3

1 2 3

1 2 3

10 5 14
5 3

10 20 11

x x x
x x x

x x x

− + − = −⎧
⎪⇔ − − =⎨
⎪ − + =⎩

10 1 5
1 5 1
1 10 20

A
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟′ = − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

则 ，严格对角占优！

III Jacobi∴由判定条件 知， 迭代收敛

Jacobi建立的 迭代格式为：

( 1) ( ) ( )
1 2 3
( 1) ( ) ( )
2 1 3
( 1) ( ) ( )
3 1 2

( 14 5 ) ( 10)
(3 ) ( 5)
(11 10 ) (20)

k k k

k k k

k k k

x x x
x x x
x x x

+

+

+

⎧ = − − + −
⎪ = − + −⎨
⎪ = − +⎩
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JacobiA注： 对称正定时，不能保证 迭代收敛。

1
1

1

a a
A a a

a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

阵如，对称 ，A正定

⎧
⎪⎪⇔ ⎨
⎪
⎪⎩

1 1
2

a⇔ − < <

1
JM E D A−= −但是，

2
JM ( 2 )( )E a aλ λ λ∴ − = + −

1 1
2 2

a− < <J(M ) 1ρ⇔ <

1 0>

21
1 0

1
a

a
a

= − >

(2 1)(1 ) 0A a a= + − >
1 1 G-S
2

a∴ − < <当 时， 迭代收敛；

0
0

0

a a
a a
a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

J∴ 迭代收敛 max(| 2 |,| |)a a⇔ − ⇔2 | |a= 1<

1 1 Jacobi
2

a A< <这表明，当- 时， 对称正定，但 不收敛。
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P4 63,64 - Th9,SO) RІV 10判 迭代法,定 【条件 】

. SOR 0< <2ω必要迭代法收敛的 是条件 。

. SOR 0< <2Ax b A ω=对 ，若 对称正定，则 迭代 充 件是要条收敛的 。
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给定方程组

练习


