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一、罗尔定理与拉格朗
日定理 

            中 值定理 是联
系    与 f 的桥梁.有了
中值定理, 就可以根据    
     在区间上的性质来
得到 f 在该区间上的
整体性质. 

§1 拉格朗日定理和  
     函数的单调性 

数学分析   第六章 
微分中值定理及其应用 

二、函数单调性的判别 

f ′

f ′

*点击以上标题可直接前往对应内容 
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定理6.1（罗尔中值定理） 

上满足：区间在设函数 ],[)( baxf

罗尔定理 

那么在开区间(a, b)内必定(至少)存在一点ξ,  使 
′ =( ) 0.f ξ

(i) 在闭区间 [a, b] 上连续; 

(ii) 在开区间 (a, b) 上可导; 
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(iii) ( ) ( ).f a f b=
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(1) 几何意义 

据右图,  

x

y

a b

A B

1ξ 2ξO

平的. 

一点处的切线也是水  

看出, 曲线上至少有  

由几何直观可以 

所以线段 AB 是水平 

因为 

f (a) = f (b),   

的. 
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(2) 条件分析 

O x

y

定理中的三个条件都很重要，缺少一个,结论就不 

, 0 1,
(a) ( )

0, 1
x x

f x
x
≤ <

=  =
函数

在 [0, 1] 上满足条件 (ii) 和 

一定成立. 

数在 (0, 1) 上的导数恒为1. 

但条件 (i) 不满足,该函  (iii), 
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结论不成立. 
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]1,1[|,|)( (b) −∈= xxxf

满足条件 (i) 和 (iii),  

条件 (i) 和 (ii), 

]1,0[,)( (c) ∈= xxxf 满足 

O x

y

1

O

y

x1− 1

处不可导).  

(ii) 却遭到破坏 ( f  在 x = 0   

内的导数恒为1.    

却遭到破坏, 

但条件 

结论也不成立. 

但条件 (iii) 

该函数在 (0, 1) 

结论也不成立. 
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2( ) ( )f x x D x=注 函数

-1 O 1 2 

1 

2 

3 

4 

x

y

[ 1, 2]−在区间 上三个

条件都不满足,  

f ′(0)=0.  

理的三个条件是充分  

条件, 而不是必要条件.  

却仍有 

这说明罗尔定 

下面证明定理 
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因为 f (x) 在 [a, b] 上连续, 

小值 m . 

f (x) 在 [a, b] 上能取得最大值 M 和最  
所以由连续函数的最大、 

最小值定理, 
下面分两种情形加以讨论. 

上满足：区间在设函数 ],[)( baxf

则在开区间(a, b)内至少存在一点ξ,  使 
′ =( ) 0.f ξ

(i) 在闭区间 [a, b] 上连续; 
(ii) 在开区间 (a, b) 上可导; (iii) ( ) ( ).f a f b=

定理6.1（罗尔中值定理） 

证 
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情形1  M = m. 

 f ′(ξ) = 0 .  

此时可在 (a, b) 内随意取一点 ξ , 就有   

此时  f (x) 恒为常数,它的导函数恒 

等于零, 

情形2   m < M.  

.)( Mf =ξ
( , ),a bξ ∈ 使得 大值不在端点取到, 

值与最小值至少有一个不在端点取到. 

既然最大、最小值不等, 从而最大 

不妨设最 

故存在 

因为在区间内部取到的最大值一定是极大值, 所以 

.0)( =′ ξf由费马定理,得 
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,0)( =′ ξp 这与条件矛盾. 

例1 设 p(x) 是一个多项式, 且方程 p'(x) = 0 没有实 

证 ,,,)( 2121 xxxxxp <有两个实根设 ( )p x由于 是

重数为 1 . 
根, 则方程 p(x) = 0 至多有一个实根，且这个根的 

,多项式 1 2( ) [ , ]p x x x所以 在 上满足罗尔定理的条件，

1 2( , ) ,x xξ ∈从而存在 使得

则次重根有一个又若  ,)( 0xkxp
.2),()()( 10 ≥−= kxpxxxp k

1
0 1 0 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),k kp x k x x p x x x p x−′ ′= − + −因为

,0)( 0 =′ xp所以 矛盾. 
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