
数学分析  第六章  微分中值定理及其应用 
高等教育出版社 

§1 拉格朗日定理和函数的单调性 罗尔定理与拉格朗日定理 函数单调性的判别 

函数单调性的判别 

第四讲 



数学分析  第六章  微分中值定理及其应用 
高等教育出版社 

§1 拉格朗日定理和函数的单调性 罗尔定理与拉格朗日定理 函数单调性的判别 

函数单调性的判别 

改为严格不等号,  则相应地称它为严格增 (减). 
下面的定理是本节中的两个主要定理, 今后将不 

若函数 ,,)( 21 IxxIxf ∈上对任意在区间 ,21 xx <

)),()(()()( 2121 xfxfxfxf ≥≤必有 则称函数

.)(单调减上单调增在区间 I)(xf

断地使用. 

若“   ” )(≥≤

函数单调性的判别 

我们仅对单调增的情形给出证明，单调减的情形 
请读者自证 
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定理6.3 
( ) ( )f x I f x I设 在区间 上可导,则 在区间 上单调增

: ( ) 0 ( 0).f x(减)的充要条件是 ′ ≥ ≤

证 
0

0

( ) ( ) 0.f x f x
x x

−
≥

−
0 0, ( ) 0.x x f x′→ ≥令 即得

1 2, ( , ) ,x xξ∃ ∈由拉格朗日中值定理

f若 为递增函数， 0 0, ,x x I x x则当 时，∈ ≠ 有

,0))(()()( 1212 ≥−′=− xxfxfxf ξ
即 ),()( 12 xfxf ≥ ( ) .f x这就证明了函数 递增

函数单调性的判别 

( ) 0, .f x x I′ ≥ ∈反之,若 1 2 1 2, ( ),x x I x x∀ ∈ <设
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定理6.4 

可微函数 f (x) 在区间 I 上严格增(减)的充要条件 

证  充分性 

1 2( ) ( , ) ,f x x x这就得到 在区间 上恒为常数2( ).f x

, ( ) 0( ( ) 0),x I f x f x′ ′∈ ≥ ≤对一切

        的点集不含一个区间. ( ) 0f x′ =

1 20( ) , ( , ),f x x x x′ ≡ ∈ 矛盾.  

必要性请读者自证. 

6.3 ( ) .f x由定理 可知 递增 不若 )(xf

是严格递增， 1 2 1 2, , ,x x I x x∈ <则存在 1( )f x =使

函数单调性的判别 

因此 

是： 且满足  
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推论  

( ).f I则 在 上严格增 严格减

在实际应用中我们经常会用到下面这个事实. 

( ) [ , ] ( , ) ( ) ( ),f x a b a b若 在 上连续，在 上 严格 增 减

( ) [ , ] ( ) ( ).f x a b则 在 上 严格 增 减

作为应用，下面再举两个简单的例子. 

( )( ) 0 ( ) 0 ,I f x f x′ ′> <设函数在区间 上可微，若

函数单调性的判别 
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例7  设  f (x) = x 3  － x. 讨论函数  f  的单调区间. 

解    由于 2( ) 3 1 ( 3 1)( 3 1),f x x x x′ = − = + −

因此 1( , )
3

x ∈ −∞ −当 时，

1 1( , )
3 3

x ∈ −当 时，

1( , )
3

x ∈ + ∞当 时，

函数单调性的判别 

( ) 0,f x′ >
1,
3

f  −∞  
在 上严格增，

,0)( <′ xf

,0)( >′ xf

1 1,
3 3

f  −  
在 上严格减，

1 , .
3

f  +∞ 
在 上严格增
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函数单调性的判别 
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例8  证明 .0,1e >+> xxx

证 ,1e)( xxF x −−=设 .1e)( −=′ xxF则 所以

( ) 0F x′ >

′ =( ( ) 0 ).F x 的点不含一个区间 +∞( ) [0, )F x故 在

,0)0()( => FxF

即 .0,1e >+> xxx

[ )( ) 0, 0, ,F x x′ ≥ ∈ +∞ 时，且当 0>x

上严格递增， ,0>x所以对任意 恒有

函数单调性的判别 
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定理6.5（达布定理） 

使得一点 ,),( bac ∈
( ) .f c k′ =

是介 如果 f 在 [a, b] 上可导,且 ( ) ( ) ,f a f b+ −′ ′≠

之间的任一实数， ( ) ( )f a f b+ −′ ′于 与

 达布 ( Darboux,J.G. 1842-1917, 法国 ) 

k
则至少存在 

函数单调性的判别 

达布定理有时也称“导函数介值 
定理”. 
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( ) 0, ( ) 0 .F a F b+ −′ ′> <设

,),(),( 2121 xxbUxaUx <∈∈ −+ 且

1 2( ) ( ) , ( ) ( ) .F x F a F x F b> >使得 

证 令 F(x) = f (x)－ kx,   
费马定理,只要证明 F(x) 在 (a, b) 上有极值点即可. 

( ) ( ) ( ( ) ) ( ( ) ) 0 ,F a F b f a k f b k+ − + −′ ′ ′ ′⋅ = − ⋅ − <由于 

根据 

可

11,由第五章第四讲中的例

函数单调性的判别 

则F ′(x) = f ′(x) －k . 

分别存在

使得一点 ,),( bac ∈ ( ) .f c k′ =

是介 如果 f 在 [a, b] 上可导,且 ( ) ( ) ,f a f b+ −′ ′≠
之间的任一实数， ( ) ( )f a f b+ −′ ′于 与

k
则至少存在 

由此可知,[a, b] 上的连续函数  ,   F

.),(,)( backcf ∈=′
由费马定理得 ( ) 0,F c′ =定是极大值, 

某一点 c ∈ (a, b) 处取得. 区间内取得的最大值一 

即 

其最大值必在 
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推论1 

( ) ( ) 0,f x I f x′ ≠设函数 在区间 上满足 ( )f x那么

函数单调性的判别 

.I在区间 严格单调

根据达布的“导函数介值定理”，可得下面推论： 

推论2 

( )f x I如果函数 在区间 上可导， ( )f x I′那么 在 上就

.没有第一类间断点



复习思考题 
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的证明相比较.       

 罗尔定理证明的主要方法是什么? 试与达布定理  
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