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第三章 函数极限 

§1  函数极限概念 

引例 1  考察函数
sin x

y
x

 的图象。
sin 1x

x x
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当 时，  ( )x x   ?y 

定义 1  设 为定义在[ )上的函数， 为定数．若对任给的f ,a A  >0，存在正数

M ( )，使得当 a x M 时，有 

( )f x A    

则称函数 当f x 趋于+ 时以 A 为极限，记作 

lim ( )
x

f x


 A   或  )()(  xAxf . 

 

类似可定义： 
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lim ( )
x

f x A


  

lim ( )
x

f x A


  

显然： lim ( )
x

f x A


 lim ( ) lim ( )
x x

f x A f x
 

    

例 1 
sin

( )
x

f x
x

 ，则 

lim ( ) 0, lim ( ) 0, lim ( ) 0
x x x

f x f x f x
  

    

例 2  2lim 1 0
x

x x


    

2

2

1 1
1

1
x x

xx x
   

 
 

例 3  
1

lim 1
2x

x

x





 

1 3 3 3
1 2

2 2 2

x
x

x x x





      
  

 

例 4［教材例 2］   证明： 

（1）
2

arctanlim





x
x

；（2） lim arctan
2x

x



 . 

任给 0 由于 

                      
 )

2
(arctan x                           (2) 

等价
2

arctan
2

  x ，而此不等式的左半部分对任何 x 都成立，所以只要考察

其右半部分 x 的变化范围．为此，先限制
2

  ，则有 

).
2

tan()
2

tan(  x  

故对任给的正数 (
2

)
  ，只需取 tan( ) 0

2
M

    ，则当 x M  时便有 式成

立．这就证明了 ，类似地可证 ． 

)2(

)1 )2

【注】 当 x 时 xarctan 不存在极限． 

引例 2 考察函数
1

siny x
x

 的图象。
1

sinx x
x
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当 时，  0x  ?y 

定义 2  设函数 在点 的某个空心邻域f 0x 0( , )U x  
内有定义， 为定数．若对任给

的

A

0 存在正数 ( )   ，使得当  0xx0 时，有 

( )f x A    

则称函数 当f x 趋于 时以0x A为极限，记作 

0

lim ( )
x x

f x


A  或 0( ) ( )f x A x x   

 

例 5  
0 0

0(1) lim , (2) lim
x x x x

c c x x
 

   

例 6  
0

1
lim sin 0
x

x
x
  

例 7［教材例 4］证明：
0 0

0 0(1) lim sin sin ; (2) lim cos cos
x x x x

x x x
 

x   

（1） 0
00

0 2
sin

2
cos2sinsin xx

xxxx
xx 


 ． 

对任给的 ,0 只要取   ，则当  00 xx 时，就有 
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 0sinsin xx ． 

所以 .  0sinsinlim
0

xx
xx




（2） |
2

sin|2|
2

sin||
2

sin|2|coscos| 000
0

xxxxxx
xx








 0| |x x   

其他与（1）类似。 

定义 3  设函数 在f  0 ,U x  
内有定义， 为定数．若对任给的A 0 ，存在正数

    ，使得当  0x x0x 时，有 

 f x A    

则称数 为函数 当A f x 趋于 时的右极限，记作 
0x

 
0

lim
x x

f x


A  或    0f x A x x   

类似可定义左极限。右极限与左极限统称为单侧极限． 在点 的右极限与左极限又

分别记为 

f 0x

   xfxf
xx 


0

lim00   与     xfxf
xx 


0

lim00  

显然 

     
0 0 0

lim lim lim
x x x x x x

f x A f x A f x
   

     

例 8 ( ) [ ]f x x  

 

00 0
lim ( ) 0, lim ( ) 1, lim ( )

xx x
f x f x

   
   f x 不存在。 

例 9 [习题 3.1：习题 8， 参见教材第四章第 1 节例 3]  

证明：对 Riemann 函数 有)(xR 0)(lim
0




xR
xx

， ]1,0[0 x （当 0x 为端点时，极限是指

单侧极限）。 
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1
, ( )

( )

0 0,1, (0,1)

p
x

q qR x

x

  
 

既约真分数

内无理点，

 

0  ， ( )R x  1
q


  的点 x 只有有限个有理点。设这有限个点为 .

即

1 2, , , kr r r

( )R x 除了这有限个点之外，都是 ( )R x  。 

对于 中的任一点 ，总能取到充分小的]1,0[ 0x  ，使 0( , )U x 
（端点是半邻域）不包

含这有限个点。例如，记 ，取 0 10, 1kr r  

1

0

0

0 0 0 21 1

0 01 1

min {| |}, , , ,

min {| |},

i ki k

i ii k
i i

x r x r r r

x r x r
  

  


 
   



 

这样 0( , )x U x  
时，有 | ( ) 0 | ( )R x R x    . 
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§2  函数极限的性质 

定理 1（唯一性）  若极限  xf
xx 0

lim


存在，则此极限是唯一的． 

定理 2（局部有界性）若  xf
xx 0

lim


存在，则 在 的某空心邻域 内有界． f 0x  0U x

定理 3（局部保号性）  若  
0

lim 0
x x

f x A


  ，则对任何正数 r A ，存在某 ，

使得对一切

 0U x

 0x U x 
，有 

  0 rxf  

【注】在以后应用局部保号性时，常取
2

A
r  ． 

定理 4（保不等式性）  设  xf
xx 0

m


li 都与  xg
xx 0

m

li 存在，且在某邻域U都 0( , )x  

上

，

有

 f 则  xgx 

 xf
xx 0

lim


  xg
xx 0

lim


 

定理 5（迫敛性）  设  
0

lim
x x

f x


  
0

lim
x x

g x A


 ，且在某 0( , )U x  
上有 

 xf   xh   xg  

则 ．  
0

lim
x x

h x A




定理 6（四则运算法则）若极限  xf
xx 0

lim


与  xg
xx 0

lim


都存在，则函数 当

时极限也存在，且 

gfgf  ,

0xx 

)1
0

lim
xx

      xgxf
0

lim
xx

 xf 
0

lim
xx

 xg ； 

2）
0

lim
xx

     xgxf
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g
 

x  

又若 ，则
0

lim
xx

 xg 0 /f g 当 时极限存在，且有 0xx 

3）
0

lim
xx

 
  xg

xf    xgxf
xxxx 00

limlim


． 

例 1  1
1 1( ) n n

n n 0f x a x a x a x a
     ，则

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x
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例 2  求 










 1

3

1

1
lim

31 xxx
． 

当 时有 01 x

  
1

2

1

21

1

3

1

1
233 










 xx

x

x

xx

xx
   

故所求的极限等于 

   
1

111

21

1

2
lim

221









 xx

x
x

 

例 3     
0 0

0
0 0

0

sinsin
lim tan lim tan cos 0

cos cosx x x x

xx
x x

x x 
   x   

例 4[教材例 1] 求
0

lim
x 




x

x
1

。 

1 1
1

1

x x x
     

 

当 时，有0x  x1 




x

x
1

1 ，而
0

lim (1 ) 1
x

x


  ，故由迫敛性得：
0

lim
x  




x

x
1

=1 

当 时，有0x 1 




x

x
1

 x1 ，故由迫敛性得：
0

lim
x 




x

x
1

1  

综上，
0

lim
x 




x

x
1

1 。 

例 5［教材例 4，习题 3.2：6］  证明   
0

lim 1 0, 1x

x
a a a


   。 

当 时，对任给的1a  0  (不妨设 1 )，为使 

1xa  

即 1  xa  1 ，利用对数函数 （当 时）的严格递增性，只要 xalog 1a

     1log1log aa x  

于是，令 

      1log,1logmin aa ， 

则当  x0 时，就有 1xa 成立，从而证得结论． 
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1当 时，令0 a 
1

1b
a

  ，则 

0 0

1
lim lim 1x

xx x
a

b 
   

例 6［习题 3.2：5］  设
0

( ) 0, lim ( )
x x

f x f x


 A 。证明： 

0

lim ( ) nn

x x
f x A


  

其中 为正整数。 2n 

因为 ，由保不等式性，( ) 0f x 
0

lim ( ) 0
x x

f x A


  。 

（1）当   时，由0A 
0

lim ( ) 0
x x

f x


 ， 0, 0,     当 00 x x    时，有

( ) nf x  ，即 ( )n f x  ，证得
0

lim (n

x x
f x


) 0 。 

（2）当  时，由0A 
0

lim ( ) 0
x x

f x A


  ， 0, 0,     当 00 x x    时，有

( )f x A   。从而 

1 2 1 1

( ) ( )
( )

( ) ( )

nn

n n nn n n n nn n

f x A f x A
f x A

1f x Af x A A A


    

 
   

  
 

证得
0

lim ( ) nn

x x
f x A


 。 

定理 7（复合函数极限定理 1）设 

（1）
0

lim ( )
u u

f u A


 （ 可无穷）； 0 ,u A

（2）
0

0lim ( )
x x

g x u


 （ 0x 可无穷）； 

（3）在 0x 的某空心邻域 0( , )U x  
上， 0( )g x u （当 无穷时，此条件不要）； 0u

则 

0 0

lim [ ( )] lim ( )
x x u u

f g x f u A
 

   

证  设 0 0,x u 都是有限数，A也是有限数（其它情况作为习题，极限为地穷时，见后面

内容）。 

    由（1）， 10, 0     ，当 00 u u 1   时，有 

( )f u A    

 由（2），对上面 1 ， (0 )      ，当 00 x x    时，有（结合条件(3)） 
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0 10 ( )g x u     

于是 

[ ( )]f g x A    

这就证得 
0

lim [ ( )]
x x

f g x A


 。 

【注 1】 对该定理的理解：由于
0

lim ( )
u u

f u


是存在的，则u 以任何方式趋于 （但不等

于 ），极限都存在且等于

0u

0u A。当u 取特殊的方式： 0 0( ) ( )u g x u x x   时（ ），

极限也存在且等于

0( ) ug x

A。 

【注 2】【变量替换法】在解题时，为了方便，常采用如下变量替换法： 

0 00 0
( )

( )
lim [ ( )] lim ( )
x x u uuu x x

u g x
f g x f u

  


 

值得注意的是，我们令 ，这里u 是)(xgu  x 的一个函数， 可能是某

种特殊的方式。而右面的 中的u 是独立的自变量，是以任何方式趋于 ，这里的u

可换成任何一个字母。前后两个u 本质不同。为了方便，我们通常使用同一个字母。 

0 (u u x x 

0u

0 )

)(lim uf
au

 例如：
2

2

0( 0)0 0
limsin limsin 0

u xx u

u xx u
  

   

【注 3】定理中的条件（3）是必要的。如果没有它，可能导致错误。 

例如： 

x
xxg

1
sin)(  ，  









0,1

0,0
)(

u

u
uf

显然 

0)(lim
0




xg
x

， 0)(lim
0




uf
u

 

但 不存在。这是因为：对任意小邻域)]([lim
0

xgf
x

(0, )U 
， 都有无穷多值 ，又有

无穷多个值 ，因此，

( )g x 0

0 [ ( )]f g x 都有无穷多值 0 ，又有无穷多个值 1 ，故

不存在。 

)](xg
x

[lim
0

f


【注 4】定理中的条件只是充分的。例如： 
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0)( xg ，










0,1

0,
1

sin)(
u

u
uuf  

0)(lim
0




xg
x

， 不存在， )(lim
0

uf
u

但 ，极限存在。 1)]([ xgf

例 7  
220 1

1 1 1 11
lim lim lim

1 211x y y

x yy x

x yyx y  

   
1

1
 

 
。 

定理 8（复合函数极限定理 2）［参见第四章复合函数的连续性］  设 

（1）
0

0lim ( ) ( )
u u

f u f u


 ；  

（2）
0

0lim ( )
x x

g x u


 ； 

则 

0 0
0lim [ ( )] [lim ( )] ( )

x x x x
f g x f g x f u

 
   

这个定理的证明与上一个定理的证明完全类似。只要注意到，由（1）， 10,    ，

当 0u u 1  时，有 0( ) ( )f u f u   ，不需要 00 u u  。 

【注】（在第四章中，如果
0

0lim ( ) ( )
u u

f u f u


 ，则称为 f 在点 连续，此时，极限运

算与复合运算可交换。 

0u

例 8  
2 2

1 1
limsin(1 ) sin(lim(1 )) sin 0 0
x x

x x
 

     。 

例 9  
sin sin

lim 2 lim(2 ) 2 0 2
x x

x x

x x 
      。 
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§3  函数极限存在的条件 

定理 1（归结原则）  
0

lim
x x

f x A


 对任何 ，有0 ( )nx x n   lim nn
f x A


 ． 

    [必要性]  设  
0

lim
x x

f x


 A，则对任给的 0 ，存在正数 ，使得当  00 xx

时，有  f x A   .  

    另一方面，设数列 ，则对上述的0lim xxn
n




0 ，存在 ，使得当0N  n 时有

 00 xxn ，从而有  nf x A   ． 这就证明了  nlim
n

f x A


 .  

[充分性 ]  设对任何数列 0lim xxn
n




，有  lim n
n

f x


A ，则可用反证法推出

 
0

lim
x x

f x A


 ． 

事实上，倘若当 时 不以0xx  f A为极限，则存在某 00  ，对任何 0  (不论多

么小)，总存在一点 x ，尽管 |0| x0 x  ，但有 0)(| |  Axf ． 

现依次取  ,,,
3

,
2

,
n




 ，则存在相应的点 ，使得  ,,,,, 321 nxxxx

00 | |nx x
n

 
   而 0| ( ) | , 1, 2,nf x A n     

显然数列 ，但当 时 不趋于0lim xxn
n




n  )( nxf A．这与假设相矛盾。 

【注 1】 若可找到一个以 为极限的 ,使 不存在,或找到两个都以 为

极限的数列 与 ，使

0x

lim f

}{ nx )(lim n
n

xf
 0x

}{ nx }{ nx  )( n
n

x


与 )(lim
n

f nx 


都存在而不相等，则 不存在． )(lim
0

xf
xx

【注 2】  ［习题 3.3：4］  设 ( )f x 在 内有定义。证明：若对任何数列
0

0( )U x

  0
0( )nx U x 且 0lim n

n
x x


 ,极限 lim

n
( )nf x


都存在，则所有这些极限都相等。 

证：设任意的两个数列    0
0,n n ( )x y U x ，满足 0 0lim , lim ,n n

n n
x x y x

 
  。构造数

列：  1 1 2 2: , , , ,nz x y x y ，于是 0lim n
n

z x


 ，由题设, lim ( )n
n

f z


存在。 

从而   ( ) , ( )n nf x f y 作为 ( )nf z 的两个子列,其极限都与 lim ( )n
n

f z


相等。 

因此，上面归结原则又可改为： 
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0

lim
x x

f x


存在对任何 ，0 ( )nx x n   lim n
n

f x


都存在． 

例 1（教材例 1） 证明极限
xx

1
sinlim

0
不存在． 

证 取 

),,2,1(

2
2

1
,

1 


 n
n

x
nx

x nn 
 

显然 但 ),(0,0  nxx nn

).(11
1

sin,00
1

sin 





n
xx nn

 

故由归结原则知极限
xx

1
sinlim

0
不存在． 

 

定理 2（归结原则加强版，即习题 3.3：8）  设函数 在点 的某空心右邻域

有定义． 

f 0x )( 0xU 


0

lim ( )
x x

f x




A)

A的充要条件是：对任何以 为极限的递减．．数列 ，有

. 

0x )( 0x}{ Uxn



xf n
n 

(lim

    证  必要性。同归结原则，易证，略。 

充分性。（用反证法）设 ( )f x 在 0 0 0( ) ( , )U x x x 0  
有定义。假设 lim ( )n

n
f x A


 ，

则 0 0  ， 0  ， 0 0x: 0x x      ，使 

0( )f x A    . 

取 0
1 2

  ， 1 1 0: 0x x x 1    ，使 

1 0( )f x A    
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取 1
2 1 0min ,

2
x x


    

 
, 2 2 0: 0x x x 2    （此时 0 2 1x x x  ），使 

2 0( )f x A    

如 此 继 续 下 去 ， 取 1
1 0min ,

2
n

n nx x


 


   
 

, nx ： 00 nx x n   （ 此 时

0 1n nx x x   ），使 

0( )nf x A    

这样就得到一个数列  nx 满足：   0 0( , )nx U x  
,满足 1n nx x  （严格递减），且

0
00

2n n n
x x


    ，而 0( )nf x A   。显然 ，但0nx x ( )n  lim ( )n

n
f x A


 。

与题设矛盾。 

    定理 3（单调有界定理）设 为定义在 上的单调有界函数，则右极限

存在． 

f )( 0xU 
 )(lim

0

xf
xx 

    证  不妨设 在 上递增．因 在 上有界，由确界原理， 存

在，记为

f )( 0xU 
 f )( 0xU 

 )(inf
)( 0

xf
xUx 



A．下证 ． A
x

xf
x




)(lim
0

    事实上，任给 0 ，按下确界定义，存在 ，使得)( 0xUx 
  Axf )( ．取

00  xx ，则由 的递增性，对一切 ，有 f );( 0 x (),0 xUxx 


 Axfxf )()(  

另一方面，由 ，更有)(xfA  )(xfA   ．从而对一切 有 );( 0 xUx 


  AxfA )( ， 

这就证得 Axf
xx




)(lim
0

． 

    例 2  [习题 3.3：5]设 f 为 上的递增函数。证明：
0

0( )U x 0( 0f x ) 和 都存

在，且有 

0( 0f x  )

00

0 0
( )( )

( 0) sup ( ), ( 0) inf ( )
oo x U xx U x

f x f x f x



    f x  

证  f 在 递增且有上界
0

0( )U x ( )f x （这里任取
0

0( )x U x ）。由单调有界定理得 
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)
0

0
( )

( 0) sup (
ox U x

f x f


x   

同理
0

0
( )

( 0) inf (
ox U x

)f x f


  x  

【注】 此题说明单调函数只有第一类间断点。（见习题 4.1：6） 

定理 4（柯西准则 P56）  设函数 在 内有定义. 存在的充要条件

是:任给

f );( 0  xU  )(lim
0

xf
xx

0 ,存在正数 )(   ,使得对任何 有);( 0 x, Uxx   |)(xf)(| xf . 

证   必要性  设 ，则对任给的Axf
xx




)(lim
0

0 ,存在正数 )(   ,使得对任何

有);( 0 xUx 
2

|)(|


 Axf .于是对任何 有 );, 0 xx  (xU 




22
|)(||)(||)()(| AxfAxfxfxf . 

充分性   设数列 且);(}{ 0 xUxn
 0lim xxn

n



. 

按假设，对任给的 0 ，存在正数 )(   ，使得对任何 ，有);(, 0 xUxx 

 |)()(| xfxf ． 

由于 ，对上述的)(0  nxxn 0 ，存在 ，使得当 时有

，从而有 

0N Nmn ,

);( 0 x, Uxx mn 

 |)()(| mn xfxf  

于是，按数列的柯西收敛准则，数列 的极限存在，由归结原则推得)}({ nxf
0

lim ( )
x x

f x


存在。  

【注】 否定形式 

)(lim
0

xf
xx

不存在的充要条件：存在 00  ，对任何 0  (无论 多么小)，总可找到

， 使得 .x ),;0 x(0Ux  |) 0()(|  fxf x  

例 3 证明极限
xx

1
sinlim

0
不存在． 

取 ,10  对任何 ,0 取正整数
1

,n


 令 

,

2

1
,

1
 


n

x
n

x  

则有 ，而 );0(, Uxx 
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0

1 1
sin sin 1

x x
  

 
 

于是按柯西准则，极限
xx

1
sinlim

0
不存在. 

例 4  ［习题 3.3：6］设 为狄利克雷函数，( )D x 0x R 。证明： 不存在。 
0

lim ( )
x x

D x


证  用柯西准则证明。取 0 1  ， 0  ，由有理数及实数的稠密性，在
0

0( , )U x  中

既有有理数，也有无理数，从中取有理数
0

0( , )xx U  ，取无理数
0x U 0( , )x  ，于是 

0( ) ( ) 1D x D x     ，所以 不存在。 
0

lim ( )
x x

D x
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§4  两个重要的极限 

【一】  
0

sin
lim 1
x

x

x
  

 

证  在不等式 

)
2

0(tansin


 xxxx ． 

除以 得到,sin x ,
cos

1

sin
1

xx

x
 由此得 

.1
sin

cos 
x

x
x  

x 代替在上式中用 x 时,上式不变,故上式当 0
2

 x


时也成立,从而它对一切不满足不

等式 由都成立的 ..
2

||0 xx


 1coslim
0




x
x

及函数极限的迫敛性,即得 .1
sin

lim
0


 x

x
x

 

函数
x

x
y

sin
 的图象如图所示． 

例 1（教材例 2） 
20

1 cos
lim 1

2x

x

x


  

解  

2

20 0

sin
1 cos 2lim lim 1

2
2

x x

x
x

xx 

 
 

  
 
 

 

例 2  求 

1
sin

lim
1x

x x
x

x 
 

解 

1

0

1 1
sin sin

sin
lim lim lim 1

1 11

t
x

x x t

x tx x
tx

x x





  
 


  

例 3  
0

tan
lim 1
x

x

x
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解 
0 0

tan sin 1
lim lim 1

cosx x

x x

x x x 
    

例 4  
0

arctan
lim 1
x

x

x
  

解 
arctan

0 0

arctan
lim lim 1

tan

t x

x t

x t

x t



 
   

【注】暂且承认 时，  0x  arctan 0x 

例 5  
0

arcsin
lim 1
x

x

x
  

解 
arcsin

0 0

arcsin
lim lim 1

sin

t x

x t

x t

x t



 
   

【注】暂且承认 时，  0x  arcsin 0x 

【二】 
1

lim(1 )x

x
e

x
  ，

1

0
lim(1 ) e





   

证 首先证明
1

lim (1 )x

x
e

x
   

不妨设 1x  ，由[ ] 和指数函数的单调性得 [ ] 1x x x  

[ ] [ ] 1
1 1 1

1 1 1
[ ] 1 [ ]

x xx

x x x


              





 

由
1

lim(1 )n

n
e

n
  易得 

11 1
lim(1 ) lim(1 )

1
n n

n n
e

n n


 
   


 

于是， 0  ， ，当 时，有 N N  n N

11 1
(1 ) (1 )

1
n ne e

n n
       


 

取 ，当1G N  x G 时，就有[ ]x N ，于是 

[ ] [ ] 1
1 1 1

1 1 1
[ ] 1 [ ]

x xx

e e
x x x

 


                     
 

由定义证得 

1
lim (1 )x

x
e

x
   

 其次证明
1

lim (1 )x

x
e

x
  。令 x y   

1 1
lim (1 ) lim (1 )x y

x yx y
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11 1 1
lim (1 ) lim (1 ) (1 )

1 1
y y

y y
e

y y y


 

 
1

       



 

综上，
1

lim(1 )x

x
e

x
  。 

例 6  [教材例 3]求 x

x
x

1

0
)21(lim 


. 

22

1

2

1

0

1

0
])21()21[(lim)21(lim exxx xx

x

x

x



． 

例 7 [教材例 4] 求 .)1(lim
1

0

x

x
x


 

令 ,xu  则当 时 .因此 0x 0u

.
1

)1(lim)1(lim
1

0

1

0 e
ux u

x

x

x





 

例 8 求 
1

1 cos

0
lim cos x

x
x 


 

 
1 1

11 cos 1 cos
0 0

lim cos lim 1 (cos 1)x x
x x

x x e 
 

     

例 9 求 
1

lim
x

x

x

x

 
 
 

 

1 1
lim lim

1
xx

x x

x x

x x x 

            

x 
 

11 1
lim 1 lim 1 1

x x

x x
ee

x x


 

   
      

   
  

例 10 [教材例 5] 求 n

n nn
)

11
1(lim

2



. 

).()
1

1()
11

1(
2

 ne
nnn

nn  

另一方面,当 时有 1n

,)
1

1()
1

1()
11

1(
2

1
2

11
22

22





 




 n

n

n

n

n

n
n

n

n

n

n

nn
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而由归结原则(取 ,3,2,
1

2




 n
n

n
xn ). 











2
1

2

2

)
1

1(lim n

n

n n

n 1
2

2

)
1

1(lim 




 n

n

n n

n
  = x

n x
)

1
1(lim 


=  e

于是，由数列极限的迫敛性得 

e
nn

n

n



)

11
1(lim

2
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§5  无穷小量与无穷大量 

一、无穷小量的概念 
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在 内定义 1  设 f 某U 有定义．若 li)(
0

x 0)(m
0




xf
xx

， 为 时则称 f 当 x 的无穷

小量．记为 ( )

 0x

01) (( )f x o xx 。 

    定义 2 若函数 f 在某 内有界，则称)( 0xU  f 为当 时的有界量．记为0xx 

0 )( ) (1) (f x O x  x 。 

    类似可定义当 以及  xxxxxx ,,, 00 x 时的无穷小量与有界

量． 

例如： 

2 (1)( 0),sin (1)( 0),1 cos( ) (1)( 0)x o x x o x x o x       ， 

1 (1)( 1 )x o x    ,
2

1 sin
(1)( ), (1)( )

x
o x o x

x x
    , 

1
sin (1)( 0)O x

x
   

【思考】 f 为当 时的无界量？ 0xx 

性质 

1．两个(相同类型的)无穷小量之和、差、积仍为无穷小量． 

2．无穷小量与有界量的乘积为无穷小量． 

例如，当 时， 是无穷小量，0x 2x
x

1
sin 为有界量，  

0
1

sinlim 2

0


 x
x

x
. 

3. 
0

lim ( ) ( ) (1)
x x

f x A f x A o


    0( )x x . 

二、无穷小量阶的比较 

    设当 时， 与 g 均为无穷小量． 0xx  f

    【1】若 0
)(

)(
lim

0


 xg

xf
xx

，则称当 时 为 g 的高阶无穷小量0xx  f ,或称 g 为 的低阶无f
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穷小量，记作 ))(()( xgxf    . )( 0xx 

    例如 2x

 
中国矿业大学数学学院 

21

( )x ( 0x  ，) cos1 x )(sin x ).0( x 这是因为 

2

0 0

s
lim

2si
x x  0

2sino 2 lim tan 0
2n cos

2 2

x

x
x x

x xx 

1 c
lim

sin


    

【2】若存在正数 ，使得在某 上有 L )( 0xU 

( )

( )

f x
L

g x
 ( ) ( )f x L g x   0

( )
(1)( )

( )

f x
O x x

g x
   

则记作 

0( ) ( ( )) ( )f x O g x x x   

例如：
1

sin ( )( 0)x O x x
x
   

【3】 若存在正数 ，使得在某 上有 ,K L )( 0xU 

( )
0

( )

f x
K L

g x
    

则称 与 g 为当 时的同阶无穷小量f 0xx  ． 

例如：
1

( ) 2 sin , ( )f x x g x
x

    
 

x 都是当 时的无穷小量, 0x

( ) 1
1 2 sin

( )

f x

g x x
   3  

【4】 0
)(

)(
lim

0




c
xg

xf
xx

时， 与 g 必为同阶无穷小量． f

证明是容易的。例如，当 时，0x xcos1 与 皆为无穷小量．又
2x

2

1cos1
lim

20



 x

x
x

,

所以 与 为同阶无穷小量． xcos1 2x

  【5】 若 1
)(

)(
lim

0


 xg

xf
xx

，则称 与f g 时当 时的等价无穷小量0xx  .记作 

))((~)( 0xxxgxf  。 

     例如：当 时，[有些以后证明] 0x 
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（1） sin tan arctan arcsin 1 ln(1 )xx x x x x e x       ， 

（2） 21
1 cos

2
x x   

（3） (1 ) 1x x     

     【注】应指出，并不是任何两个无穷小量都可以进行这种阶的比较．例如，当

时，

0x

1
( ) sinf x x

x
 和 都是无穷小量，但它们的比 2( )g x x

xxx
x

x
1

sin
1

1
sin

2
 或

xx

x

x

x
1

sin
1

sin

2

  

当 时都不是有界量，所以这两个无穷小量不能进行阶的比较.这是因为 0x

1
0

2
2

nx
n


 


，

( )f x
2

( ) 2
n

n

n
g x

     

2

1
0

1
2

nx
n

n


 


，
2

2

2

1
( ) 1

(2 )
1( ) sin

n

n

g x n n
f x n

n

     

三、应用：等价无穷小替换法 

     设函数 在 内有定义，且有 hgf ,, )( 0xU 

)(~)( xgxf )( 0xx  . 

)(i  若 ，则Axhxf
xx




)()(lim
0

Axhxg
xx




)()(lim
0

； 

)(ii  若 B
xf

xh
xx


 )(

)(
lim

0

，则 B
xg

xh
xx


 )(

)(
lim

0

。 

证  )(i AAxhxf
xf

xg
xhxg

xxxxxx



1)()(lim

)(

)(
lim)()(lim

000

. 

)(ii 可类似地证明． 

例 1  求
x

x
x 4sin

arctan
lim

0
。 

解  由于 ， ．故由定理 3．12 得 )0(~arctan xxx )0(4~4sin xxx

4

1

4
lim

4

arctan
lim

00


 x

x

x

x
xx

. 
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例 2  求极限
30 sin

sintan
lim

x

xx
x




. 

解  由于
sin

tan sin (1 cos )
cos

x
x x x

x
   ，而 

)0(~sin),0(
2

~cos1),0(~sin 33
2

 xxxx
x

xxxx ， 

故有 

2

12
cos

1
lim

sin

sintan
lim

3

2

030






 x

x
x

xx

xx
xx

． 

【注】错误的做法 

)0(~sin),0(~tan  xxxxxx ， 

0
sin

lim
sin

sintan
lim

3030






 x

xx

x

xx
xx

. 

四、无穷大量 

定义 3  设函数 在某 内有定义．若对任给的 ，存在f 0( )U x 0G  0  ，使得当

x 0U );( 0 x (  0U 0 x ) 时有  

  Gxf   

则称函数 当 时有非正常极限f 0xx  ，记作  xf
xx 0

lim


 . 

类似定义：  或 xf
xx 0

lim


  xf
xx 0

lim


 . 

定义 4  对于自变量 x 的某种趋向，所有以 , 或  为非正常极限的函数，都称为

无穷大量． 

例 3 证明 
 20

1
lim

xx
 

证  任给 ，要使0G 
2

1

x
G ，只要 x

G

1
，因令 

G

1
则对一切 x  ;00U

这就证明了 
 20

1
lim

xx
． 

例 4  证明：当 时，  1a
x

lim xa

证  任给 0（妨设 )，要使 ，由对数函数的严格增性，只要G 1G Ga x  x Galog ，
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因此令 ，则对一切 Galog x 有 ．这就证得 ．  Ga x 

x

x
lim xa

顺便指出，容易证明： 

当 时 ； 0xa1a

0  a

lim
x

1

f

当 时有 . 
x

lim 
x

lim,0x aa

【注】  若 为 时的无穷大量，则易见 为0xx  f  0
0 xU 上的无界函数．但无界函数

却不一定是无穷大量．如   xxf xsin 在  U 上无界，因对任给的 取0G
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2
2

 nx 这里正整数

G

2
n  ，则有 

  Gnnxf 









 

2
2

22
2

 n

 2sin   

，因若取数列  ,2,1但     x


lim f
x

 2  nxn n 则 , 而

. 

nx

0x

 n

x
lim  nxf 0

定理 1 （i）设 在 内有定义且不等于 0.若 为 时的无穷小量，则f  0
0 xU f x 

f

1

为 时的无穷大量.（ii）若0xx  g 为 时的无穷大量，则0xx
g

1
为 时的无穷小量. 0xx 

根据这个定理，对无穷大量的研究可归结为对无穷小量的讨论. 

五、常用的三个无穷大量的比较 

(ln ) ( )xa x x x    

0, 0,a 1    。 这里

六、曲线的渐近线 

此略，放在第六章第 6节：图像的讨论中讲。 
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