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第二章 线性方程组的直接解法  

§3  灵敏度分析 

§2  正交三角分解法 

§1  三角分解法 
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 快速、高效地求解线性方程组是数值线性代数研究中的

核心问题，也是目前科学计算中的重要研究课题之一。 

 各种各样的科学和工程问题，往往最终都要归结为求

解一个线性方程组。 

 线性方程组的数值解法有：直接法和迭代法。 

直接法：在假定没有舍入误差的情况下，经过有限次
运算可以求得方程组的精确解； 

迭代法：从一个初始向量出发，按照一定的迭代格
式，构造出一个趋向于真解的无穷序列。 
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解 

x x x

x x x

x x x
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  
   
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求解

Step1:消元 

2 1 1 7

( , ) 4 5 1 11
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  
 
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2 1 1 7
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 

   
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5
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Step2:回代 







5 1 7
2 2 2

2 1 1 7

0 3 3 3

0

 
 

 
 
   

2 1

3 1

2

0.5

r r

r r






一 高斯消去法

  一个例子 

x    
3

6 /( 2) 3

x     
2

( 3 3 3) / 3 2

( ) /x      
1

7 1 3 1 2 2 1

§2.1  三角分解法 
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n n n

n n n

n n nn n n n

a x a x a x a

a x a x a x a

a x a x a x a







   


   


    

11 1 12 2 1 1, 1

21 1 22 2 2 2, 1

1 1 2 2 , 1

求解方程：

1计算机上所用的公式

下面研究它的计算规律：
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Step 1： 0 0

1 1 11
2

i i
l a a i n ( ) ( )

/ ( , ..., )令

2i n , ...,

i i
r l r

1 1

a (0)

11
0假设 ，

k k n n

k k n n

k k kk k k kn k n

k k k k k

a a a a a a

a a a a a a

A a a a a a a

a a a a

 

 

 

  



(0) (0) (0) (0) (0) (0)

11 12 1 1, 1 1 1, 1

(0) (0) (0) (0) (0) (0)

21 22 2 2, 1 2 2, 1

(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)

1 2 , 1 , 1

(0) (0) (0)

1,1 1,2 1,

... ...

... ...

... ... ... ... ... ...

... ...

...

记

k k n k n

n n nk n k nn n n

a a

a a a a a a

    

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(0) (0) (0)

1, 1 1, 1, 1

(0) (0) (0) (0) (0) (0)

1 2 , 1 , 1

...

... ... ... ... ... ...

... ...

k k n n

k k n n

k kk k k kn k n

k k k k k k n k

a a a a a a

a a a a a

a a a a a

a a a a a

 

 

 

     

(0) (0) (0) (0) (0) (0)

11 12 1 1,

(1) (1) (1) (1) (1)

(1) (1) (1) (1) (1)

(1) (

1 1 1, 1

22 2 2, 1 2 2, 1

2 ,

1) (1) (1)

1 , 1

1,2 1, 1, 1 1,

... ...

... ...

... ... ... ... ...

... ...

... ...

0

0

...

0

n

n nk n k nn n n
a a a a a



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(1)

(1) (1) (

1, 1

2 , 1 , 1

1) (1) (1)

... ... ... ... ...

... ..0 .

...

1)消元

A
(0)
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1k 假设第 步消元后

k k n n

k k n n

k k k k k

kk k k kn k n

k k

k k k k k

a a a a a a

a a a a a

A a a a a

a a a

 

 

    

 

 

   



(0) (0) (0) (0) (0) (0)

11 12 1 1, 1 1 1, 1

(1) (1) (1) (1) (1)

22 2 2, 1 2 2, 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

, 1 , 1

( 1) ( 1)

1, 1, 1

...

... ...

... ...

... ... ... ... ...

0

0 0

0 0

...

. ...

.

.

. ..

.

..
k k

n k n

k k k k

nk n k nn n n

a

a a a a

 

 

   

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( 1) ( 1)

1, 1, 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

, 1 , 1

... ... ...

0 0

... ... ...

.

... ...

... ..

Step k： 

1i k n  , ...,

i ik k
r l r

k

kk
a

 ( 1)
0若 ， k k

ik ik kk
l a a

  ( 1) ( 1)
/计算 i k n ( 1, ..., )

k k k

ij ij ik kj
a a l a

  ( ) ( 1) ( 1)以及 i k n j k n    ( 1 ... ; 1, ..., 1), ,

k
A

( 1) ( )k
A

k k n n

k k n n

k k k k

kk k k kn k n

k k n

k

k

k

n

k

k

a a a a a a

a a a a a

a a a a

a a a

 

 

   

 

    

(0) (0) (0) (0) (0) (0)

11 12 1 1, 1 1 1, 1

(1) (1) (1) (1) (1)

22 2 2, 1 2 2, 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

, 1 , 1

1, 1 1, 1, 1

( ) ( ) (

... ...

... ...

... ... ... ... ... ...

...

0

0 0

0 0 0

... ...

...

. ... ..

n k nn n n

k k k
a a a

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 , 1

)

( ) ( ) ( )

, 1

... ... ... ...

.

... ... ... ...

.0 0 ... 0 .


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Step n-1： 

k k n n

k k n n

n k k k k

kk k k kn k n

k k

k k k n k n

a a a a a a

a a a a a

A a a a a

a a a

 

 

    

 

   



(0) (0) (0) (0) (0) (0)

11 12 1 1, 1 1 1, 1

(1) (1) (1) (1) (1)

22 2 2, 1 2 2, 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

, 1 , 1

( ) ( )

1, 1 1, 1,

...

... ...

... ...

... ... ... ... ...

...

...

0

0

.

0

..

.

0 .0

..

.. 0
k

n n

nn n n
a a



 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )

1

( 1) ( 1)

, 1

... ...... ... ... ... ...

... ...0

.

0 0

..

0

A消元结束， 化为上三角矩阵：

1 2 1 0
kk

k n a  , , ..., ，

i k n 1, ...,

ik

ik ik

kk

a
l a

a
 

j k n  1, ..., 1

ij ik kj ij
a a a a 

在实际编程中，

为了节省内存，

不引入新变量，

消元过程记为：
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消元束后，增广矩阵化为如下“形式”：

k k n n

k k n n

k k k k

kk k k kn k n

k

k k k

k k

k k k k

a a a a a a

a al

l l

a a a

a a a

l

a

al l a


 

 

   

 

   

(0) (0) (0) (0) (0) (0)

11 12 1 1, 1 1 1, 1

(1) (1) (1) (1) (1)

22 2 2, 1 2 2, 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

, 1 , 1

( )

1,

21

1 2

1,1 1.2 11 1,

... ...

... ...

... ... .... ...

...

...

.. ...

...

...

n n nk n

k k

n k n

n n

nnk n n
l l l l

a

a a


 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( )

, 1, 1

( 1) ( 1)

,1 2 1 1,

... ... ... ... .. ... ... ..

... ...

..

n n

n n n nn

n
k k k

k k n kj j kk

j k

x a a

x a a x a

k n

 



  



 

 



 

  



( 1) 1

, 1

( 1) ( 1) ( 1)

, 1

1

/

( ) /

( 1, ,1)

1

(0) (0) (0) (0) (0)

11 12 1 1, 1 1

(1) (1) (1) (1)

22 2 2, 1 2

( 1) ( 1) ( 1)

, 1

( )

21

1 2

1,1 1.2 1,

( )

1, 1 ,

2

1

1

... .

... ...

...

..

...

...

... ... .

...

... ... ...

...

.

..

..

.

... ..

.

.

k k n

k k n

k k k

kk k k kn

k k

k k k n

k k

k k k k

k

k

l

l l

a a a a a

a a a a

a a

x

x

l

a

a al

x

xl





  



 



  

1

)

1

(

,

1

2

.

...

... .. ...

.

.

..
n n nk n k

n

n nn
al l xl l





 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2）回代
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 一个模拟计算机求解的例子 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5

2 4 2

2 3 2 5 3

3 2 10

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
     

    
    

求解
解 A 

/1 1

/2 1

/3 1

2

3

/1 1

/2 1

1 –2 3 –7 

1      1      1      1      5 

–1      4    – 3    13 

–2    –1    –2     –5 

2      0      6 

–5     4   –19 

1      1      1      1      5 

1      1    –2      3    –7 

–5/2    4     –4 

1      1      1      1      5 

–2    –1      2      0      6 

1      1    –2      3    –7 

3    –2       

A  

 

1 1 1 1 5

1 2 1 4 2

2 3 2 5 3

3 1 2 1 10

 

  

1      1      1      1      1 

–2    –1      2      0      3 

–5/2    4     –1 

1      1    –2      3      2 

3    –2       
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( 1)
0, ( 1,2 , 1)

k

kk
a k n

   

4消去法成立的条件：

5计算量：
3

2

3 3

n n
n  次乘法

动态变化! 
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1 Ax b容易求解的方程组

11 1 1

21 22 2 2

31 32 33 3 3

1 2 3

0 0 0

0 0

0 ,

n n n nn n n

a x b

a a x b

a a a x b

a a a a x b

     
     
     
     
     
     
          





则
11 bx 

),,2(
1

1

nkxabx
k

j

jkjkk  




)1,,1(/)(
1

 


nkaxabx
n

kj

kkjkjkk

nnnn abx /

11 12 13 1 1 1

22 23 2 2 2

33 3 3 3

0

0 0 ,

0 0 0

n

n

n

nn n n

a a a a x b

a a a x b

a a x b

a x b

     
     
     
     
     
     
          





则

 . A为下三角结构

 . A为上三角结构

二 三角分解法
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









, :Ax b A对 如果 可进行如下分解

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

21

1 2

1

1

1
n n

l

l l

 
 
 
 
 
 

11 12 1

22 2

n

n

nn

u u u

u u

u

 
 
 
 
 
 

LU

则 Ax b LUx b 


 


Ly b

Ux y

从而易得
1 1

y b

1

1

( 2, , )
k

k k kj j

j

y b l y k n




  

/
n n nn

x y u

1

( ) / ( 1, ,1)
n

k k kj j kk

j k

x y u x u k n
 

   

2基本思想
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3 Gauss变换矩阵及性质

 . 定义

1,

,

1

1

1( )

1

1

j

j j

n j

L l

l

l



 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

1 2
0 0

, ,
( , , , , , , )

T

j j j j j nj
l l l l

 
记 ，称

Gauss Gauss .为 矩阵或 变换

 . 性质
1

1. ( ) ( )
j j

L L
  l l
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1,

2, 1,

1

1

1( ) ( )

1

i i
i j

i i j j

ni nj

l
L l L l

l l

l l



 

 
 
 
 

  
 
 
 
  

2. i j当 时，

21

31 32

1 2 1

1 2 3 , 1

1

1

1
( ) ( ) ( )

1

... 1

n

n n n n n

l

l l
L l L l L l

l l l l





 
 
 
 

  
 
 
 
 



-15- 

 
 
 
 
 
 
 
 

2
P 其中

4 Gauss消去法的矩阵形式

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5

2 4 2

2 3 2 5 3

3 2 10

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
     

    
    

求解
解 A 

A

1 1 1 1 5

1 2 1 4 2

2 3 2 5 3

3 1 2 1 10

 

  



2 11 /( )1r r 

3 12( )/ 1r r

4 13 /( )1r r

1 –2 3 –7 

1      1      1      1      5 

–1      4    – 3    13 

–2    –1    –2     –5 

1
P A

 
 
 
 
 
 
 
 

1
P 其中0 

0 

0 


3 21( )/ 1r r

4 12( )/ 1r r
2 1
( )P P A

1

1

( ) 1

( )

1

/ 1

1 /

2 1









0

0

2      0      6 

–5     4   –19 

1      1      1      1      5 

0      1    –2      3    –7 

0 

0 

1 / 1

2 / 1

1

( ) 1

( ) 1

(3 / 11)








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A 

2 11 /( )1r r 

3 12( )/ 1r r

4 13 /( )1r r

1 –2 3 –7 

1      1      1      1      5 

–1      4    – 3    13 

–2    –1    –2     –5 

1
P A 1

1

( ) 1

( ) 1

1 / 1

2 / 1

3 /( 1) 1

P

 
 


 
 






 

其中0 

0 

0 


3 21( )/ 1r r

4 22( )/ 1r r
2 1
( )P P A

2

1

1

( 1 / ) 1

( )/ 1

1

2 1

P




 
 
 
 
 

 

其中
0

0

2      0      6 

–5     4   –19 

1      1      1      1      5 

0      1    –2      3    –7 

0 

0 



4 35( )/ 2r r

  0      0      0      4    –4 

[ | ]U y

3 2 1
( )P P P A

3

1

1

1

( )5 / 12

P

 
 
 
 
 

 

其中

综上亦即：

即： 1

3 2 1
( )A P P P U



LU

1 1 1

1 2 3
L P P P

  其中
1 1 1

1 2 3
( )P P P U

  

3 2 1
( )[ | ] [ | ],P P P A b U y U 其中 为上三角矩阵.

1      1      1      1      5 

0      1    –2      3    –7 

0      0      2      0      6 

1 / 1

2 / 1 1 / 1

3 / 1 2

1

1

1

1/ 1 5 / 2

 
 
 
 
 
 

 

 
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所以，消元过程 1
[ | ] [ | ]L A b U y

 
1

1

L A U

L b y





 
 



A LU

Ly b


 



.A LU Ly b即:消元过程即对 进行了 分解的同时也求解了

A LU例 对矩阵 进行 分解.

3 6 1

2 4 7 2

6 3 15 3

4 7

[2]

8 20

A

 
 
 
 
 
 

1
1

11

2,3,4

i
i

a
r r

a

i






 
 
 

2

2

6

2

4

2

2 3 6 1

1 1

6 3 0

8 5

[1]

2

 
 
 

  
 
 

1
2

22

3,4

i
i

a
r r

a

i






 
   
   

2

2

6 6

2 1

4 2

2 1

2 3 6 1

1 1 1

6

6 3

[3]

 
 
 
 
 
 

1
3

33

4

i
i

a
r r

a

i






 
   
     

2

2

6 6

2 1

64 2

2 1 3

2 3 6 1

1 1 1

3 6

9



 
 
 
 
 

 

2 3 6 1

1 1 1
,

1

1 1

3 6 1

2 2 2 1

3 6

9

L U

   
   
     
   
   

   



算法1.3 (直接LU分解)  
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2

1 1 1 1 5

1 2 1 4 2

2 3 2 5 3

3 1 2 1 10

(1) ; (2)

A b

LU Ax b A z b

   
   

 
    
     
   
   

 

例 已知 ， 。

    用 分解法分别求解：

解 先求 的 分解：A LU

1

1 1

2 1 1

3 2 5 / 2 1

 
 
 
  
 

  

1 1 1 1

1 2 3

2 0

4

 
 


 
 
 
 

A LU 

(1) Ax b LUx b 
Ly b

Ux y


 



 5 7 6 4
T

y   ， ，，

 2 3 1
T

x  1， ，，
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1 1 1 1 1

1 1 1 2 3

2 1 1 2 0

3 2 5 / 2 1 4

A

  
  


  
   
  

   

 2 3 1
T

x  1， ，，

2
(2) A z b ( )A Az b 




 







 



 1 6 13
T

w  1，，，

 2.75 3 3.25
T

z  -2.5， ，，

Ax b

Az x

LUz x




 



Ax b

Lw x

Uz w

Ax b
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(1) LU分解法实际上是高斯消去法，是其矩阵形式。 

(2) LU分解法在解系数矩阵相同的多个方程时， 

    具有节省计算量的明显优势。 

(3) 非奇异矩阵A能分解为LU的充要条件是A的顺序 

    主子式不为0. 

几点备注. 

(4) 若非奇异矩阵A有分解,分解是唯一的. 
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1 2

1 2

1

2

x x

x x

  


 

-9
10

例单精度求解 1 9

2 1

1
1.00000000100...

1 10

2 0.99999999899...

x

x x




 


   

精确解：

高斯消去法 

( )
A

 
  
 

9

0 10 1 1

1 1 2

( )
A



 



 





9

1

9

9

1 1 10 2 1 10

10 1 1

0
(手算的结果)

(计算机算的结果)

1 2

2

1x x

x

  
 



-9

9 9

10

10 10

1

2

0x

x


 

 1

a
11

主元( )太小，方法不稳定！

r r


9
2 110

原因：

解决办法: 先换行,再消元求解 

A

 
  
 

9
10 1 1

1 1 2

 
 
 

1 1 2

0 1 1


 
 
 

9

1 1 2

10 1 1

: 结果可靠! 

r r
1 2 

消元

,x x  
2 1

1 1

( )
A

 

 
  
 

9

9

1

9
10 10

10 1 1

0

: 结果不可靠! 

大数吃小数！
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 消元 

三、列主元三角分解法

, , ,k n 1 2对 ，进行：

k k n1步 ：选主元(第 列中第 个至第 个元素中绝对值较大者)

k步2：将主元所在行与第 行互换

步3：消元

 回代求解（同顺序消去法） 

1、列主元素消去法
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1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 5 6 13

2 2 7 6 17

6 6 12 6 30

4 5 13 7 29

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    


   
    

例 用列主元素法求解

解

3 5 6 1 13

2 2 7 6 17

6 6 12 6 30

4 5 13 7 29

A

 
 
 
 
 
 

1 3r r


选列主元

, , ,1
1

11

2 3 4i
i

a
r r i

a
 


消元

6 6 12 6 30

0 0 3 4 7

0 2 0 4 2

0 1 5 3 9

 
 
 

  
 
 

2 3r r


选列主元

,1
2

22

3 4i
i

a
r r i

a
 


消元

，

3 4r r


选列主元

6 6 12 6 30

0 2 0 4 2

0 0 5 5 10

0 0 3 4 7

 
  
 
 
 
 

1
3

33

4i
i

a
r r i

a
 


消元

，

6 6 12 6 30

0 2 0 4 2

0 0 5 5 10

0 0 0 1 1

 
  
 
 
 
 

[ | ]U y

由回代过程，得解： ( , , , )1 1 1 1
T

x 

30

17

13

29

6 6 12 6

2 2 7 6

3 5 6 1

4 5 13 7

 
 
 

 
 
 

6 6 12 6 30

0 2 0 4 2

0 0 3 4 7

0 1 5 3 9

 
  
 
 
 
 

6 6 12 6 30

0 2 0 4 2

0 0 3 4 7

0 0 5 5 10

 
  
 
 
 
 

列
主
元
素
法 
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Guass用 变换描述列主元素法求解过程：

 

3 5 6 1 13

2 2 7 6 17

6 6 12 6 30

4 5 13 7 29

A b

 
 
 
 
 
 

1 3r r


选列主元

, , ,1
1

11

2 3 4i
i

a
r r i

a
 


消元

2 3r r


选列主元

,1
2

22

3 4i
i

a
r r i

a
 


消元

， 3 4r r


选列主元

1
3

33

4i
i

a
r r i

a
 


消元

，

6 6 12 6 30

0 2 0 4 2

0 0 5 5 10

0 0 0 1 1

 
  
 
 
 
 

[ | ]U y

30

17

13

29

6 6 12 6

2 2 7 6

3 5 6 1

4 5 13 7

 
 
 

 
 
 

6 6 12 6 30

0 0 3 4 7

0 2 0 4 2

0 1 5 3 9

 
 
 

  
 
 

6 6 12 6 30

0 2 0 4 2

0 0 3 4 7

0 1 5 3 9

 
  
 
 
 
 

6 6 12 6 30

0 2 0 4 2

0 0 3 4 7

0 0 5 5 10

 
  
 
 
 
 

6 6 12 6 30

0 2 0 4 2

0 0 5 5 10

0 0 3 4 7

 
  
 
 
 
 

 13
I A b  11 3

1
IL A b



 1

23 1 13I L I A b
  1

23 1

1

2 13I L I A bL
 

 1 1

34 2

1

23 1 133 I L I L AL I b
 

 1 1

2 23 1 134 3L I L I A bI
 

13

0 1

1

1 0

1

I

 
 
 
 
 
 

2

6

3

6

4

1

1

6

1

1

1

1

L


 
 


 
 
 
 

23

1

0 1

1 0

1

I

 
 
 
 
 
 

0

2

1

2

1

2

1

1

1

1

L


 
 
 
 
 

 

34

1

1

0 1

1 0

I

 
 
 
 
 
 5

3

3

1

1

1

1

1

L


 
 
 
 
 

 
1 1 1

3 34 2 23 1 13U L I L I L I A
  即：
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     1 1 1

3 34 2 2334 34 23 34 34 2 131 3I I I I I IL I L I L I A
  

1 1

3 3
L L
 

1 1

2 34 2 34L I L I
 

1 1

1 34 23 1 23 34L I I L I I
 

34 23 13
P I I I

0 0 1 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 1 0 0

 
 
 
 
 
 

记

3

5

1

1

1

1

 
 
 
 
 

 

1

2

0

2

1

1

1

1

 
 
 

 
 

 

3

6

4

6

2

6

1

1

1

1

 
 
 
 
 
 
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0 1

1
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1

I

 
 
 
 
 
 

2

6

3

6

4

1

1
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1

1

1

1

L


 
 


 
 
 
 

23

1
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1

I

 
 
 
 
 
 
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2

1
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1

1

1

L


 
 
 
 
 

 
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1

1

0 1

1 0

I

 
 
 
 
 
 
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3

3

1

1

1

1

1

L


 
 
 
 
 

 

1 2 3L L L L

3

6

4 1

6 2

0 32

6 2 5

1

1

1

1

 
 
 
 
 
 

 1 1 1

3 2 1L L L PA
  



PA LU则

1 1 1

3 34 2 23 1 13L I L I L I A
  U
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具体算法模拟：

[ ]

3 5 6 1

2 2 7 6

6 12 6

4 5 13 7

6

 
 
 
 
 
 

1 3r r


选列主元

[ ] 6 12 6

2 2 7 6

3 5 6 1

4 5 13

6

7

 
 
 

 
 
 
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1
1
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2 3 4

i
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a
r r
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
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 
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 
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6
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1 5

 
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 

 
 
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
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 
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 
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6

6 6 12 6
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 
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2

22

3 4

i
i

a
r r

a

i






 
   
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3 4r r


选列主元  
   
   

[ ]

3

6

4 1

6 2

02

6 2

6 6 12 6

2 0 4

5

4

5

3

 
 
 
 
 
 

1
3

33

4

i
i

a
r r

a

i






 
   
     

[ ]

3

6

4 1

6 2

0 32

6 2 5

6 6 12 6

2 0

5

1

5

4

 
 
 
 
 
 

1 3 2 3 3 4

1 3 3 3

2 2 1 1

3 1 2 4

4 4 4 2

r r r r r r

pI
  

       
       
          
       
       
       

交换矩阵：

3

6

4 1

6 2

0 32

6 2 5

10 0 1 0 3 5 6 1 6 6 12 6 6 6 12 6

11 0 0 0 2 2 7 6 3 5 6 1 2 0 4

10 0 0 1 6 6 12 6 4 5 13 7 5 5

10 1 0 0 4 5 13 7 2 2 7 6 1

         
         
         
        
        

        

即：
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(1) 列主元消去法的消去过程(化上三角形的过程)实质是对 

       A进行了分解：PA=LU,同时求解了下三角方程组Ly=Pb。 

几点备注. 

(5) Matlab命令： [L, U, P] = lu (A) . 

Ax b（2） PAx Pb  LUx Pb 
Ly Pb

Ux y


 



. LU1 3（3） 定理 ：列主元 分解定理

Doolittle

1
ij

A P PA PA = LU

L l U

    若 非奇异，则必存在交换矩阵 ，使 有 分解： 

其中 是单位下三角矩阵且对角线以下的元素满足 ， 是上三角矩阵。

(4) 列主元消去法数值稳定较好，是求解中小型稠密方程组常用的 

    方法 。 

(6) 全主元素法 . 
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

6

12 3 3 15

18 15

x x x

x x x

x x x

  


  
    

例 用 求解 （计算过程中保留3位有全主元素法 效数字）

1 1 1 6

12 3 3 15

3 1 1518

A

 
 

 
 
   

r r
1 3


第1次消元

c c
2 3


第2次消元

由回代过程，得解： . . .x x x  
2 3 1

2 000 3 000 1 000， ，

全
主
元
素
法 

3 1 15

12 3 3 15

1 1 1

18

6

  
 


 









. . .

.

18 3 1 15

0 1 5

0 1 167 0 944 5 16

333

7

2

   
 


 
 
 

.

.

. .

18 1 3 15

0 1 5

0 0 944 1 167 5 167

2 333

   
 


 
 
 

.

. .

18 1 3 15

0 1 5

0 0 1 572 3 1

2 33

44

3

   
 


 
 
 
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Cholesky四 乔累斯基( )分解

T Chol

( )

e k

( ) ,

y

,

s

,0 1 2

n n

ij

ij ii

A a R

A LL

L l l i n

 



  

分

    假设 为对称正定矩阵，则存在唯一的三角分解

                 ( ）

其中 为下三角矩阵，且 （

解

）.

即:

21 31 1 11 11 21 31 1

32 2 21 22 22 32 2

3 31 32

11

21 22

31 32 33

1 2

33 33 3

3 1 2 3

n n

n n

n n

n n n nnn n n nn nn

a a a l l l l l

a a l l l l l

a l l l l l

l l l l

a

a a

a a a

a a a la

    
    
    
    
    
    
    
    
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21 31 1 11 11 21 31 1

32 2 21 22 22 32 2

3 31 32

11

21 22

31 32 33

1 2

33 33 3

3 1 2 3

n n

n n

n n

n n n nnn n n nn nn

a a a l l l l l

a a l l l l l

a l l l l l

l l l l

a

a a

a a a

a a a la

    
    
    
    
    
    
    
    

由矩阵乘法,得:

111 11 1
la l 

211 112
a l l

21 21 22 2222
la l l l

( )
1 1 2 2i j i ji i jj j j

l l l l l ia l j    

......

11 11
l a 

21 21 11
l a l 

( ) ( , , , )/

1

1

1
2

1

1 2 1
j

ij ij ik jk jj

k

i

ii ii ik

k

l a l l l j i

l a l










   


 

  







22 22 21 21
l a l l  

T

T

Ly
x

x

b
Ax b LL b

yL


    



注 Matlab命令： R =chol (A) . 
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四、三对角方程组的追赶法

1 定义：三对角方程组

n n n n n n n

n n n n n

b x c x d

a x b x c x d

a x b x c x d

a x b x c x d

a x b x d

     



 


  

    


   


 

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2 3 2

3 2 3 3 3 4 3

1 2 1 1 1 1

1

2 三对角方程的应用

样条函数的求解、微分方程的差分方程等！

3 求解方法：追赶法
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n n n n

n n

x q x p

x q x p

x q x p

x q x p

x p

  

 


 

  


  




1 1 2 1

2 2 3 2

3 3 4 3

1 1 1

... ...

n n n n n n n

n n n n n

b x c x d

a x b x c x d

a x b x c x d

a x b x c x d

a x b x d

     



 


  

   


   


 

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2 3 2

3 2 3 3 3 4 3

1 2 1 1 1 1

1

c d
x x

b b
 1 1

1 2

1 1

,
c d

q p
b b

 1 1
1 1

1 1

记： c d a p
x x

b q a b q a


  

 

2 2 2 1
2 3

2 1 2 2 1 2

x p q x 1 1 1 2将 代入，得：

( )b q a x c x d a p   2 1 2 2 2 3 2 2 1

t b q a

c d a p
q p

t t

 



 



2 2 1 2

2 2 2 1
2 2

2 2

记
，

依此规律，进行到底!!



-33- 

,
c d

q p
b b

 1 1
1 1

1 1

( ,..., )

k k k k

k k k k
k k

k k

t b q a

c d a p
q p k n

t t





 



  



1

1 2，

n n n n

n n

x q x p

x q x p

x q x p

x q x p

x p

  

 


 

  


  




1 1 2 1

2 2 3 2

3 3 4 3

1 1 1

... ...

n nx p



计算规律：. 

消元结束后：. 

回代求解：. 
( , , )

k k k k
x p q x k n   

1
1 1
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4 追赶法成立条件

, ,

| | | | | | | | ( , , , )

k k k

k k k

k k k k

k k k k k k

a b c

b a c k n

t b q a

t b q a b a k n





 

 

     

1

1
0 2 3

  若三对角方程组系数矩阵满足：

   1)所有 均不为零；

   2)| | | || |( =1,2, , ),且其中至少有一个取不等号。

则追赶法计算过程中每步的分母 满足

因此追赶法能进行到底。
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第二章 线性方程组的直接解法  

§3  灵敏度分析 

§2  正交三角分解法 

§1  三角分解法 
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§2.2  正交三角分解法 

一 最小二乘问题

( , , , )

( , , , )

T

n

T

n

x x x x x

x y y y y y x

y = Ax y = Ax

y Ax







1 2

1 2

2

  　最小二乘问题多来源于数据拟合．比如我们要测量数据

，又不便于对 直接测量，但可以间接地测

量 的函数 ．假设 是 的线性函数关系 ，即

求 . 由于误差的原因，一般 不可能精确成立，就

考虑 的极小化解．这就 线性最小二是 乘问题．

( )

x x

x x

x x

x x

 
  


 
  

1 2

1 2

1 2

1 2

3 2 2

4 5 3

2 1

3 8

如 无精 超定线解， 性方程确

.2 2

12
2 nx x x x x    本节中约定向量 的范数取 范数，即
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1 定义 ( )m n m
A R m n b R

  设 通常 ， ，称极小化问题

minb Ax 

LSLS

LS

Ax b

Ax b





为线性方程组 的 (简称 ). 的解称为

线性方

最小二乘问题 问题

最小程组 乘解的 (二 解).

LS2 解的存在性

Ax = b有解 ( ) ( , )R A R A b 

 , , ,n n nx x x b A =         1 1 2 2 1 2有解，其中

, , , nb A    1 2向量 可表示为 的列向量 的线性组合

A若定义 的列空间为

   ( ) | , , ,n m

n n nA y Ax x x x R R           1 1 1 2R span

Ax = b则 有解  ( ) , , , nb A      1 2R span
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( )R A

b

1b

2b

Ax b 不一定有解

 ( ) , , , nb A 1 2R span     不一定

若记：    R( ) , R( )m T m T
A z R y z y A z R A z0 0

       

( )R A为 的正交补空间

( )1b R A下面要寻求一向量 ，使得

b b1 min =

显然：

*
Ax b x1且 一定有解，记为

 ( ) ( )b b R AA b R1 2 应为 在 上的正交投影

*
x LS下面证明 就是 问题的解:

 R( )n
x R b Ax A b Ax b1 1 2     对于 ，因为 且

( )
2 2 22

1 2 1 2
b Ax b Ax b b Ax b       

*min min
2

1 1b Ax b Ax Ax b x x         
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*

1

T T
A Ax A b

另一方面，若：

T T
A Ax A b

即 ( )T
A b Ax 0 

由
T

b b b A b1 2 2 0  和

( )1 0
T

A b Ax 

又

b Ax Ax b1 10   ，即

由此可见：

( )2 1 2b R A b b b
  ，且 ， *

1 2

T
Ax b b b A  由 ，两边左乘 ：

*
LS x下面分析 解 应满足什么条件？

( )R A

b

1b

2b

 2

T
A b b 

2

T T
A b A b  T

A b

可得

min
1

T T
b Ax Ax b A Ax A b     

----LS问题的法方程

即 R( )1b Ax A
 

R( )1b Ax A 
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T T
A Ax A b1 法方程组 一定有解！

证明： ( ) ( , )T T T
R A A R A A A b往证

( ) ( ) ( )T T
R A R A R A A 

( ) ( , )T T T
R A A R A A A b  ，一定有解

( ) ( , )T T T
R A A R A A A b    , ( )T T

R A A b R A  ( )T
R A A

 *

T T T

T T

A A A A Ax A b

x A A A b
1





    矩阵 列满秩时, 可逆,法方程 有唯一解:

                 

最小二乘问题解唯一.

2 解的唯一性

. 几点备注
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T T
A Ax A b3 法方程 数值解法

. 
T

A ACholesky Cholesky分解法：对 进行 分解

( )n m n
21 1

2 3
方法简单易行，计算量约为 ，现在经常使用;

 ) )( ( ()
2T

cond A A cond R AA n但 （当 时）

T
A A有时数值稳定性差,甚至实际计算中 会失去正定性
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则  
TT T T T

A A QR QR R Q QR R R  

此时 T T
A Ax A b

T
Rx Q b 

   
TT T T

R R x QR b R Q x  

. (QR )正交三角分解法 分解法

m n nn nm
RQA  

T

n
QQ RQ I , . 其中 具有单位 列( ) 上三角是非奇异 矩阵正交

m n
A R A nrank

设 为列满秩矩阵( ( )= ),且有如下分解

A矩阵 的2-范数具有正交不变性，方法的数值稳定性好.
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1 Gram-Schmidt CGS正交化方法( 方法)

m n
A R A nrank QR

设 为列满秩矩阵( ( )= ),且有如下 分解

m n m n n nA Q R  

Q R, . :其中 具有单位正交列 是非奇异上三角矩阵 即

[ , , , ] [ , , , ]

n

n

n n

nn

r r r

r r
q q q

r

11 12 1

22 2

1 2 1 2  

 
 
 
 
 
 

二 正交化方法

亦即

,

....................

........................................

k k k kk k

n n n n n n nn n

r q

r q r q

r q r q r q

r q r q r q r q

1 11 1

2 12 1 22 2

1 1 2 2

1 1 2 2 1 1







  


  




   



    
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由此可得:

r q1 11 1 

r q r q2 12 1 22 2  

..............................

,k k k k k k kk k
r q r q r q r q
1 1 2 2 1 1

      

............................................

,n n n n n n nn n
r q r q r q r q
1 1 2 2 1 1

      

, /r q r11 1 1 1 11   

( , ) , , , /r q r q r q r12 2 1 2 2 12 1 22 2 2 2 22         

,( , ) , ( , ), , ( , )
1 1 2 2 1 1k k k k k k k k

r q r q r q      

, , , /k k k k k k k kk k k k kkr q r q r q r q r1 1 2 2 1 1          



特点: ) , ,Q A Q1

LS

的列是由 的列线性组合得到 一般舍入误差比较大以至 可能

  与正交列矩阵有较大偏差,以此求解 问题往往不稳定;

)2 R的元素是逐列计算得到的;
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Gram-Schmid MGSt修正的 正交化方法( 方法). 

( )
r q r q

2

2 2 12 1 22 2   记

( ) ( ), /r q r
2 2

22 2 2 2 22
  

( )2

1 1k k kr q  记

( )( , )2

2 2k kr q

, /r q r11 1 1 1 11  

 ( , )r q
12 2 1



( , )1 1k kr q

r q1 11 1 

..............................

,k k k k k k kk k
r q r q r q r q
1 1 2 2 1 1

      

2 12 1 22 2
r q r q  

......................................

,n n n n n n nn n
r q r q r q r q
1 1 2 2 1 1

      

特点:

) Q2 LS也可能是较差的列正交列矩阵,但已证明以此求解 问题稳定;

)1 R的元素是逐行计算得到的;

 ( , )1 1n nr q

( )( , )2

2 2n nr q

,2 2 1 1k k k k kk k
r q r q r q     

( )2

1 1n n nr q  记

,2 2 1 1n n n n nn n
r q r q r q     
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1) 定义 R
n 设 是一单位向量( =1)，则称矩阵

( ) 2
T

H I  

   
T

H H H H
1

(1) ( ) ( ) ( ) ( )   


 是对称正交矩阵,即:

H x x(2) || ( ) || || || 保模变换,即:

H(3) det ( ) 1  

2 Householder正交化方法

Householder Householder为 或矩阵 变换.

2) 性质
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, , { } ,n
x R x a span a R        设 则 其中 ，则由

0 1
T T    和

可得  ( ) 2
T

H x I x    

   2
T

I u a   

2 2
T T
uu a a      

u a 

 ( )H u a u a     即：




u

( ) H x x

( ) { }H x span  为 关于 的镜像反射.

3) 几何意义



-48- 

4) 2.1 定理

, ( ) Householder
n

R H       设 且 ，令 变换 为

( ( ) )2
T

H I          

.H 则

证明 ( )

|| ||

 


 






( )( )

|| ||2
2

T

H I
   

 
 

  
   

 

( )( )

|| ||2
2

T T     


 

 
 



|| || || || 又

|| || ( ) ( ) ( )2
2

T T T               

( )H        





 




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) ( )Hx e x1     下面讨论 的算法

( ) 2 ,
T

H I  
( )

|| ||

x y

x y






其中

而
2 2 2 2

1 2 1
2

n
x x x x      

2

1
2 2 x  

1
2 ( )x  

取 1
sgn( )x x   ， 1

1

1

1 0
( )

1 0
sgn

x
x

x


 

 
其中

则
2

1 1
2 ( ) 2 ( )x y x x x x     

记 1 2
( , , , )

T

n
u x y x x x   

则 2

2
2

T T T
H I I uu I uu

u
       

2

1

2 1

( )x x xu
  


其中

2 2 2 2

1 2
( )

n
x y x x x     

   , , , , , , ,
1 2 1

0 0 0
T

n
x x x x y e x    设 ，则. 
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. Householder算法2.1( 变换)

, .1

n n T
x R u R R H I uu Hx e        给 ，求 和 使得 满足

1

1 1

1

[ , , ] ( )

; 1; sgn(

function house

if 

) ;

0

;

1 ( )

 

nd

;

;

e

u x

u x u u

u u

u

 

 





 

 



  



 



 

1
sgn( )x x   ，

1 2
( , , , )

T

n
u x y x x x   

T
H I uu  

2

1

1 1

( )x x xu
  


其中

( , , )1 2 2
T

x   例1 ，调用算法得

( , , )4 2 2 1 12 3
T

u       ， ，

1 2 2
1

2 2 1
3

2 1 2

T
H I uu

 
     
 
  

，此时

3

0

0

Hx

 
 


 
 
 
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. QR2.2 ( )定 分解定理理

n

mm n m

n

A R m n Q R

R R

( ),

,





  



    设 则存在正交矩阵 和上三角矩阵

使

n n

m n m

m n

m

R
A Q

O



 



 
  

 

A QR称上式为矩阵 的正交三角分解，简称为 分解.
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 1 2 3

63 41 88

42 60 51
2 , , QR

0 28 56

126 82 71

A   

 
 
 
 
 

 

例 求 的 分解.

解 第1步

 1 1
63,42,0,126

T
u  

1 1 1
sgn( (1)) 147u u  

1

1 1

1

[ , , ] ( )

; 1; sgn(

function house

if 

) ;

0

;

1 ( )

 

nd

;

;

e

u x

u x u u

u u

u

 

 





 

 



  



 



 

1 1 1
(1) (1) 63 147 210u u     

 1
210,42,0,126

T
u 

1

1 1

1 1 1

147 210 30870(1)u



  



1 1
147    

1 1 1 1

T

H I u u  

15 10 0 30

10 33 0 61

0 0 35 035

30 6 0 17

   
 
 

 
 
 
  

1

0

0

5145 3675 2940

1078 29891

980 196035

196 1120 7

H A

  
 
 
 
 

 
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第2步

 2

1
1078, 980, 196

35

T
u   

2 2 2
sgn( (1)) 42u u  

1

1 1

1

[ , , ] ( )

; 1; sgn(

function house

if 

) ;

0

;

1 ( )

 

nd

;

;

e

u x

u x u u

u u

u

 

 





 

 



  



 



 

2 1 2
(1) (1) 72.8u u   

 2
72.8, 28, 5.6

T
u   

2

2 2

1 1 1

42 72.8 3057.6(1)u



  



2 2
42    

2 2 2

T

H I u u  

0.733 0.667 0.133

0.667 0.744 0.051

0.133 0.051 0.990

 
 

 
 
  

1

0

0

5145 3675 2940

1078 29891

980 196035

196 1120 7

H A

  
 
 
 
 

 

取 1

2

1

I O
H

O H

 
  
 

1 0 0 0

0 0.733 0.667 0.133

0 0.667 0.744 0.051

0 0.133 0.051 0.990

 
 


 
 
 

 
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2 1

147 10 84

42 21

96.923

40.385

0

0 0

0 0

H H A

  
 

 
 
 
 
 

第3步  3
96.923, 40.385

T
u 

0.923 0.385

0.385 0.923
H

  
  

  

取 2

3

I O
H

O H

 
  
 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0.923 0.385

0 0 0.385 0.923

 
 
 
  
 

  

则 3 2 1

147 10 84

42 21

105

0

0 0

0 0 0

H H H A

  
 

 
 
 
 
 

R

     
1 1 1 1

3 2 1 1 2 3 1 2 3
A H H H R H H H R H H H R

      
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1

15 10 0 30

10 33 0 61

0 0 35 035

30 6 0 17

H

   
 
 
 
 
 
  

2

1 0 0 0

0 0.733 0.667 0.133

0 0.667 0.744 0.051

0 0.133 0.051 0.990

H

 
 


 
 
 

 

3

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0.923 0.385

0 0 0.385 0.923

H

 
 
 
  
 

  

 
1

3 2 1
A H H H R


 

 1 1 1

1 2 3
H H H R

  

 1 2 3
H H H R

QR

1 2 3
Q H H H其中:

9 2 10 16

6 15 12 61

0 14 14 721

18 4 1 10

  
 
   
 
  
 

 

0

0 0

147 10 84

42 21

1 5

0

0

0 0

R

  
 

 
 
 
 
 
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63 41 88 9 2 10 16 147 10 84

42 60 51 6 15 12 6 42 211

0 28 56 0 14 14 7 10521

126 8

0

0 0

0 0 02 71 18 4 1 10

A

        
    

     
     
       
    

     

即:

  3 3

4 3 4 3 4 14 4 4 3 4 3 3 3
,

R
QA Q R Q Q R

O



     


   

 
  

 
亦即:

9 2 10
147 10 84

6 15 121
42 21

0 14 1421
105

18 4 1

 
   

       
      

 

一般地, A QR设矩阵 的 分解为

n n

m n m

m n

m

R
A Q

O



 



 
  

 
( ),

0

n n

m n m m n

R
Q Q



  

 
    

 
m n n n

Q R 


QR由此可得简约型的 分解定理:
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. 2.3 )Q ( R简约型定 分解定理理

( )
m n m m

n n

A R m n Q R

R R

 



  



    设 ，则存在具有单位正交列 和上三角

矩阵 ，使 m n m n n n
A Q R

  


. Householder2 - R.3 ( )Q算 分解法

. Matlab命令

[Q,R] = qr(A)    给A的QR分解  

[Q,R] = qr(A,0)  给A的简约型QR分解  

. QR2.4 ( ),Ax b A分解算 可逆法

1) Householder ;
n

H Hb e 求 矩阵 满足：

2) QR ;
T T

HA HA QR 对( )做 分解：( )

3) Q(1: , );
nn

x n n
r


 解为：
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3 Givens正交化方法

1) 定义

cos sin

( , , )

sin cos

I

i

G i j I

j

I

 



 

 
 


 

  
 

  
  

2 2
Givens Gi cos , sin 1.vens c s c s    为 或 .通常记变 且矩阵 换

1
(1) ( , , ) ( , , ) ( , , )G i j G i j G i j    是一正交矩阵,且:

(2) det ( , , ) 1G i j  

2) 性质

称方阵
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3) 几何意义

2

1 2

cos sin
R ( , ) 0

sin cos

T
x x x G

y Gx x

 

 



 
    

 



   在 中，设 ， ，则

是把 按顺时针旋转 角而得到的向量。

y Gx

平面旋转矩阵
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0.把一个向量指定的某一分量消为

1
( , , , , , , ) ( , ; )

( , ; ) ,

T n

i j n
x x x x R y G i j x

y G i j x

x

x i j





  



    设 ， ，易知

只改变 的第 个分量和第个分量 且

cos sin

sin cos

i i j

j i j

y x x

y x x

 

 

 


  

1

2

1 2

1 2

cos sin

sin cos

cos sin

sin cos

x

x

x x

x x

 

 

 

 

  
  

   

 
  

  
0

j
y 令 ，得 tan

j

i

x

x
 

所以，取
2 2

cos i

i j

x
c

x x
  


，

2 2
sin

j

i j

x
s

x x
  



则 2 2
, 0

i i j i j j
y cx sx x x y     

 2 2
( , , ) , ..., , , , ..., , , , .., .0 .

i ji i j j n
G i j x x x x x xx xx  

T

1 -1 +1 -1 +1
=

4) 主要应用:
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G5 i) ve2. ns2( )算法 变换

2 2
, , , 1,a b R c s R c s   给 求 满足 使

2

2

Function

if  

    

elseif  

    

else

    

end

    

retur

  [ , , ] givens( , )

0
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第二章 线性方程组的直接解法  

§3  灵敏度分析 

§2  正交三角分解法 

§1  三角分解法 
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问题：①如何估计误差向量的大小？ 

            ②如何对方程组的性态进行判断？衡量其病态程度?  
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引例. 



. 问题
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( ) 1cond A (Ⅱ) 

( ) ( ) 0cond cA cond A c (Ⅲ) 

(Ⅰ) 条件数反映了矩阵(方程组)的性态： 

   小，良态；大，病态；越大，病态越严重。 

1
( ) || || || ||cond A A A A

 称 为矩阵 的条件数。1 定义

2 性质

3 常用的条件数
1
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4 Matlab cond( , ) 1,2, inf,'fro'A p p 命令: ，其中
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1例 求引例中各方程组的条件数。
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3.2 ( )P53定理

1 0;A x Ax b b 设： ） 非奇异(可逆)， 是 的精确解，

2 ( )x Ax b r Ax b ） 是 的近似解，且 = 称之为残向量

( )
x x r

Cond A
x b




定理表明：

1 cond A r）当 ( )较小，即为良态方程组时，残向量 小则解的精度高；

cond A r2）当 ( )较大，即为病态方程组时，残向量 小则解的精度不一定高。

r 小，解的精度
一定高吗？ 

则有

精度分析. 
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1
x显然 的残向量小，但却精度低.


